Modely s rezimami uréenymi nepozorovatelnymi
veliéinami

Pri tejto triede je rezim urCeny pozorovatelnym (MSW model) alebo
nepozorovatelnym (HMM model) diskrétnym Markovovskym stochastickym
procesom q..

2-rezimovy proces s AR(p,) a AR(p,) v jednotlivych rezimoch:
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kde q, je diskrétny Markovovsky stochasticky proces (Markovov retazec), €, je
proces typu i.i.d s nulovou strednou hodnotou.
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kde p = max(p;, p,).




Diskrétne Markovovské procesy

Predpoklady:
v systém méze v kazdom Case t nadobudat niektory z m stavov S, ..., S

m

v’ systém moze prechadzat z jedného stavu do druhého (pripustame aj navrat do
toho istého stavu) s urcitou pravdepodobnostou

v tato pravdepodobnost nezavisi od ¢asu t.

Nech g, je nahodna premenna, ktora nadobuda hodnoty z mnoziny {1, 2, ..., m}.
Markovovym procesom 1 radu nazyvame postupnost nahodnych premennych q,, q.,
..., @, S Markovovou vlastnostou, Co znamena, ze pravdepodobnost, s akou

nadobudne stav g, hodnotu j zavisi len na hodnote predchadzajuceho stavu :
Pr(qt = J1Gt-1 = 1,042 = k) - Pr(qt = J|9t-1 = i) = Pijj

m-stavovy Markovov proces 1. radu s prechodovymi pravdepodobnostami p; ;,

G et o



Prechodova pravdepodobnost’ p;; predstavuje pravdepodobnost, s akou bude stav i

nasledovany stavom j. Plati:
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Markovov proces nazyvame ergodicky, ak je mozné dostat sa z kazdého stavu do
lubovolneho stavu (nie nevyhnutne v jednom kroku), tzn. pre (0 j: p;; > 0,i,j =1, ...,

Pociatocné stavoveé pravdepodobnosti:




Pozorovatelny Markovov ret’azec 1. radu

v Stavy su pozorovatelné - koreSponduju fyzikalnym (pozorovatefnym) udalostiam.
v"Modelujeme pozorovatelny stochasticky proces.

m — pocet stavov, S ={S,, ..., S} ={1, 2, ..., m}, s danym q, v Case t

P — matica prechodovych pravdepodobnosti stavov
P = Pr(a, = jlay, =)
IT — pociatocné rozdelenie stavov, 11, = Pr(q, = i), i

Markovov retazec je plne charakterizovany dvojicou A = (P, ).



HMM (Hidden Markov model)

v/ Stavy su ,skryté“ (hidden) — nie su pozorovatelné.

v'Pozorovanie je pravdepodobnostnou funkciou prislichajicou danému stavu.

v Modelujeme ,skryty“ stochasticky proces pomocou pozorovatelného procesu [
vysledok je dvojity do seba vnoreny stochasticky proces s dorazom na
stochasticky proces, ktory nie je pozorovatelny.

m — pocet stavov, S ={S,, ..., S .} ={1, 2, ..., m}, sdanym q, v Case t

P — matica prechodovych pravdepodobnosti stavov
p,; = Pr(g,=jla., = 1)
B — rozdelenie pravdepodobnosti symbolov
b(k) = Pr(o,=k|g,=j) 1sksN, 1<j<m
IT — pociatocné rozdelenie stavov, 1. = Pr(q, =1i),i=1, ..., m

Na zaklade (pozorovatefnej) mnoziny symbolov modelujeme mnozinu stavov
(skryty proces). Dostavame HMM (Hidden Markov Model), ktory je plne
charakterizovany trojicou A = (P, B, m).




Priklad 1 (Markovov pozorovatelny ret'azec):

N7Nnarma:

Pocasie 20 minulych dni:
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Pociatocné rozdelenie stavov: 1T = (0.70, 0.25, 0.05)

I h)-I

Matica prechodovych pravdepodobnosti:

10.80 0.15 0.050
P- %0.38 0.60 0.02%
70.75 0.05 0.207




Predpokladajme, Ze v dany den (t = 1) svieti na obed sInko. Aka je (vzhfadom na
model) pravdepodobnost, ze nasledujucich 5 dni bude na obed:

PS5 ce0) X PrSeil Sensins
Pr(Sg.esi | Ssnesi) = 0.70 x 0.15 x 0.60 x 0.60 x 0.02 x 0.20 = 0.0001512

) X Pr(Sp | Sprsi) X Pr(Sp; | Sprer) X Pr(Sgpesi | Spiei) X

Formalne:

Definujeme postupnost’ stavov Q = {S, D, D, D, C, C} odpovedajuca ¢asu t =1,
2, ...5 a chceme urcit pravdepodobnost, ze nastane (vzhladom na model) prave
tato postupnost:

Pr(Q|model) = Pr(S, D, D, S, C, C [model) = T4 * Py, ™ Pyy ™ Py ™ Pas ™ P33 =

0.70 x0.15x 0.60 x 0.60 x 0.02 x 0.20 = 0.0001512




Otazka:

Ak vieme, ze v sucCasnosti (v Case t = 1) je systém v stave i, aka je pravdepo-
dobnost, ze v iom ostane prave d ¢asovych intervalov?

0 0
Q=i i, 0,..i,j2 00

01,2,3,.,d d+1 []
pi(d) - Pr(Q|modeI,q1: i) =1%p; "y *(1' pi,i) = Py *(1' pi,i)
Funkcia p.(d) je diskrétna funkcia hustoty pravdepodobnosti zotrvania systému d

Casovych intervalov po sebe v stave i.

Oc¢akavany pocet pozorovan|'1v stave i nepretrZite po sebe (za podmienky, Ze
systém zacal v stave /) d =
| 1' pi,i




Priklad 2 (HMM model):

Uvazujme:

3 stavy (1 = SlneCno, 2 = Prsi, 3 =Snezi)  m =3
3 symboly (o, = okuliare, o, = dazdnik, o, = rukavice) [1 N =3

Matica prechodovych pravdepodobnosti stavov:

10.80 0.15 0.050
P- 50.38 0.60 o.ozg
70.75 0.05 0.20F

Rozdelenie pravdepodobnosti symbolov:

Pociatocné rozdelenie stavov: 1 = (0.70, 0.25, 0.05)



Priklad 3

Pokus spocCiva v hadzani jednou alebo viacerymi faloSnymi mincami. Mince hadze
Clovek, skryty za zavesom, takze nevidime, koflkymi mincami hadze (skryty pokus);
oznami nam len vysledok kazdého hodu mincou, ktory méze byt

hlava (H) ;'ﬁ -\ alebo znak (2Z)

J e 3

Prva uloha — urcit’ poCet stavov

a) Hadze sa iba jednou faloSnou mincou [ vhodny je 2-stavovy model (hlava,
znak) [ pozorovatefny Markovov retazec, ktory je plne Specifikovany
pravdepodobnostou nastania jedného z dvoch stavov (napr. padnutia hlavy)

P(H)
R /\
P(H) hlava znak@ _ P(H)
\\/‘

1—P(H)



Priklad 3 — pokrac¢ovanie 1

b) Hadze sa 2 faloSnymi mincami, predpokladame 2 stavy, z ktorych kazdy
odpoveda hodu jednej faloSnej mince. Kazdy stav je teda charakterizovany
rozdelenim pravdepodobnosti H a Z danej mince; prechod medzi stavmi je
charakterizovany prechodovou maticou.

0 pyr 1-pqgal
- D1_ i
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Dva stochastické procesy:

v Nahodny vyber mince (jednej z dvoch) — skryty proces

v Hod mincou (nahodne padne hlava alebo znak) — pozorovatelny proces

Vysledny model je typu HMM




Priklad 3 — pokracovanie 2

c) HadZze sa 3 faloSnymi mincami, predpokladame 3 stavy, z ktorych kazdy

odpoveda hodu jednej faloSnej mince. Kazdy stav je teda charakterizovany
rozdelenim pravdepodobnosti H a Z danej mince; prechod medzi stavmi je
charakterizovany prechodovou maticou.

H P11 P12 1- P11~ P12L
S P22 1- P21~ P22

=1- P32~ P33 P2 P33 H

Dva stochastické procesy:

v Nahodny vyber mince (jednej z troch) — skryty proces

v Hod mincou (nahodne padne hlava alebo znak) — pozorovatelny proces

Vysledny model je typu HMM




Priklad 4

Predpokladajme, Ze mame m urien, v kazdej z nich je vacsi pocet loptiCiek N
réznych farieb. Experiment prebieha nasledovne: Nahodne sa vyberie urna, z nej
sa nahodne vyberie loptiCka a zapiSe sa jej farba. LoptiCka sa potom vrati do tej
istej urny, z ktorej bola vybrata. Cely proces sa opakuje n-krat.

D, = zelena

D, = zelena




Dva stochastické procesy:

v Nahodny vyber urny (jednej z m) — skryty proces

v’ Z vybranej ury nahodny vyber lopti¢ky (ktory sa riadi prisluSnym rozdelenim
pravdepodobnosti pre danu urnu) — pozorovatelny proces

Vysledny model je typu HMM




Markov — switching (MSW) modely

Modelovaci cyklus MSW modelov:

1. Odhad parametrov modelu MSW.

2. Test nulovej hypotezy linearity modelu oproti alternativnej hypotéze nelinearity
typu MSW.

3. Overit vhodnost modelu diagnostickymi testami.

4. Ak je potrebneé, modifikovat’ model.

5. Pouzit' model na popisné ucely a predikciu.




Je dany Casovy rad O = {X,, X,, ..., X }.

Pri MSW modeloch potrebujeme odhadnut’

U pocet stavov m, tj. urCit S ={S,, S,, ..., S}

U rozdelenie pravdepodobnosti prechodu z jedného stavu do druhého:
P;=Pr(g,=5|q,=S) 1=<i,j<s m.

Predpokladame ergodicky proces [ p;; > 0.

O pociatocné stavové pravdepodobnosti
m={m, .., T}, T=Pr(q, =S),

O autoregresné parametre a rezidualne rozptyly v jednotlivych rezimoch, t.j.

p = max(p,, ..., Pp)y P; = {q)i,O’ ¢i,11 “ysy (I)i,p}’ Ot vsm

U postupnost stavov Q = {q;, 9,, -.., 9,}, ktora maximalizuje Pr(O, Q |A), kde A = (P,
). Odhaduje sa pravdepodobnost, s ktorou nastane stav S; v Case t. Nakoniec sa
v kazdom Case t vyberie stav g, s najvacsou pravdepodobnostou.




Osnova programu na siedme cvicenie

Odhad parametrov dvojrezimového modelu LSTAR:
> Urcit’ minimalnu a maximalnu hranicu pre vyber parametra ¢
> Definovat’ logisticku prechodovu funkciu

> Pre rad p a oneskorenie d urCené testom linearity oproti nelinearite typu
LSTAR (5 najmenSich hodnot P-value) urcit’ parameter vyhladzovania y a
konstantu ¢

> Vypocitat' odhad kovariancnej matice > vektora odhadovanych parametrov a
Standardné chyby odhadov parametrov

> Vypocitat’ AIC a BIC pre jednotlivé LSTAR modely a na ich zaklade vybrat’ tri
najlepsie modely



Osnova programu na siedme cvicenie - pokracovanie

Odhad parametrov dvojrezimového modelu ESTAR:
> Definovat’ exponencialnu prechodovu funkciu

> Pre rad p a oneskorenie d urcené testom linearity oproti nelinearite typu
ESTAR (5 najmensSich hodnot P-value) urcit' parameter vyhladzovania y a
konstantu c

> Vypocitat’ odhad kovariancnej matice > vektora odhadovanych parametrov a
standardné chyby odhadov parametrov

> Vypocitat’ AIC a BIC pre jednotlivé ESTAR modely a na ich zaklade vybrat’ tri
najlepsie modely
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