6. Operatory v Hilbertovom priestore

Uvod

Budeme sa zaoberat’ rovnicou typu
(6.1) Au=f kde

A - je urcity operator, v aplikacidch najcastejSie diferencialny operator,

f - je dany prvok, spravidla nejaké funkcia niektorého Hilbertovho priestoru,

u - je hl'adané rieSenie.

Priklad 6.1: Uvazujeme rovinnu oblast’ G s hranicou I'. RieSme na oblasti G Poissonovu
rovnicu s homogénnou Dirichletovou podmienkou:

(6.2) Au(x,y)=f(x,y)

(6.3) u=0, na I

Nech zatial’ je funkcia f spojitd v uzavretej oblasti G .

Najst’ tzv. klasické rieSenie tohto problému znamena ngjst’ taku funkciu u(x,y), ktora je
v uzavretej oblasti G spojita v oblasti G spiia Poissonovu rovnicu a na hranici je nulova.
Ked’ze funkcia f je spojita, rieSenie hl'addme v mnozine funkcii spojitych az do druhych
parcialnych derivacii v G, teda je z priestoru C*(G) a naviac st na hranici rovné nule.
Mnozina tychto funkcii tvori linedrny priestor ( pri obvyklej definicii s¢itania funkcii

a nasobenia skaldrom). Ozna¢me tuto mnozinu M, . Takze ulohu mézeme preformulovt’
takto:

Mame riesit’ rovnicu Au = f v linedrnom priestore M,

O linearnom priestore M; hovorime ako o defini¢cnom obore uvedeného operatora A. Na
prvky tohto priestoru potom aplikujeme uvedeny operator, ktory kazdej funkcii ullM,
priradi spojita funkciu v vztahom: v = Au . Tieto funkcie tvoria opét’ linearny priestor,
oznac¢me ho N a budeme ho nazyvat’ obor hodnot daného operatora.

Operatory v Hilbertovom priestore

Definicia 6.1: Nech st dané dve mnoziny M, a M, . Hovorime, Ze na mnozine M, je
definovany operator A zobrazujuci mnozinu M; do mnoziny M, ak je dany predpis,
podl’a ktorého je kazdému prvku u 1M, jednoznaéne priradeny urcity prvok vUM,.

PiSeme: (6.4) v=Au.

Mnozinu M; volame definiény obor operatora A. Mnozinu N U M, , ktort dostaneme zo

vztahu (6.2) pre vSetky u M, nazyvame oborom hodnot operatora A. Oznacujeme ju
Ra.



Definicia 6.2.: Ak plati R = M, hovorime, Ze operator A zobrazuje mnozinu M; na M,
(surjektivny operator, surjekcia)

Poznamka 6.1: Ekvivalentna definicia: Hovorime, Ze operator A zobrazuje mnozinu M,
na M, ak ju zobrazuje do mnoziny M, a ku kazdému prvku v UM, existuje prvok
ulM, tak, ze Au=v.

V d’alSom sa predovsetkym sustredime na diferencidlne operatory. Existuju ale aj iné
operatory:

Priklad 6.2: Priklad operatora, ktory nie je diferencialny je napriklad Stvorcova matica n-
tého stupnia, ktord podl'a predpisu v = Au priradi kazdému vektoru u = (ul,uz,...un)T

z linearneho priestoru vsetkych n-rozmernych vektorov vektor v = (V1 s VgV, )T z toho

istého linearneho priestoru. Ak je matica regularna, je tymto vzt'ahom dané zobrazenie
na.
Priklad 6.3.: Defini¢nym oborom operatora A z prikladu 6.1 je linearny priestor M,

funkcii z C*(G) nulovych na hranici G. Operator zobrazuje M, do priestoru vietkych
spojitych funkcii v G . Zatial’ nevieme odpovedat’ na otazku, ¢i je to zobrazenie na.
Vieme len, Ze tento problém je ekvivalentny tlohe ¢i existuje rieSenie problému (6.2),
(6.3) pre kazdu spojitt pravu stranu £ UM, .

Definicia 6.3.: O dvoch operatoroch A a B hovorime, Ze sa rovnaju a zapisujeme A=B
ak sa rovnaju ich defini¢né obory a zaroven ak Au=Bu (t4to rovnost’ sa chape v zmysle
definicie rovnosti prvkov v obore hodnét) pre vSetky u z defini¢ného oboru.

Priklad 6.4. Vezmeme operator a defini¢ny obor tohto operatora ako je v priklade 6.1. ,
ozna¢me ho A. Zrejme mdzeme definovat’ ten isty operator, oznacme ho B, len pre

funkcie z C*(G) . Potom tento novy operator sa nerovna operatoru A, pretoze sa
nerovnajii ich defini¢né obory. V tomto pripade plati M, 0 C*(G) a tito inkluzia je
ostra. Zaroven pre kazdé u UM, plati Au=Bu=Au. V takomto pripade hovorime

Ze operator B je rozSirenim operatora A.

Definicia 6.4: Majme operatory A a B s definicnymi obormi D, resp. Dgs. Ak plati:

D, 0Dy D, # Dy azarovenn Au=Bu pre kazdé ulID,, hovorime, Ze B je rozSirenim
operatora A.

Definicia 6.5: Nech su dané dva operatory A a B s defini¢nymi obormi Da resp. Ds.
Sucet operatorov je definovany vztahom

(6.5) (A +B)u=Au+Bu adefiniénym oborom tohto operatora je D, n Dy.
Sucin operatorov je definovany vztahom
(6.6) (AB)u=A(Bu) a defini¢nym oborom tohto operatora je D ,; mnoZina tych

prvkov u z Dg, pre ktoré je Bu z Da.



Poznamka 6.2: Vo vSeobecnosti je AB # BA. Prikladom je su¢in matic.

Definicia 6.6.: Ak plati BA=AB, tieto operatory nazyvame navzajom komutativne.
Definicia 6.7.: Operator A sa nazyva prosty na svojom defini¢cnom obore Dx

ak pre kazdé dva prvky u, Zu, z Ds je Au, # Au, . (Injektivny operator, injekcia)
Definicia 6.8.: Nech operator A zobrazuje mnozinu M; na mnozinu M, a nech je prosty.
(surjekcia +injkecia = bijekcia, bijektivny operator). Operator B, ktory priradi prvku

v UM, prave ten prvok ulUM,, pre ktory plati Au=v, sa nazyva inverzny operator

k operatoru A a oznacuje A™.

Tvrdenie 6.1: Pre vSetky ull M, a pre vSetky v UM, plati:

(6.7) A"Au=u, AATv=yv

Priklad 6.4.: Operator z prikladu 6.1. je prosty a na linedrny podpriestor N.

Definicia 6.9: Operator A sa nazyva linearny, ak je jeho definiénym oborom linearny
priestor D, a plati: pre 'ubovolné prvky ui,u,,...u, z D4 a pre 'ubovolné redlne Cisla
ai,az,...an

(6.8) A(aju,+a,u, +...+a u )=aAu, +a,Au,+...+a Au,

Ekvivalentna forma definicie: Operator A sa nazyva linearny ak je jeho deifini¢nym
oborom linearny priestor D4 a plati:

(6.9) A(au)=aAu, uD,,0alJR

(6.10) A(u, +u,) = Au, + Au,,0u,,u, OD,

d
Priklad 6.5.: Operator dany na linearnom priestore C'(a,b) dany predpisom Au = d—u je
X

linedrny operator.

Tvrdenie 6.2.:

Nech A je linearny operator. Potom

a) jeho obor hodnot Ry je linearny priestor,

b) nulovy prvok z D, sa zobrazi na nulovy prvok v Ra,

¢) ak existuje jeho inverzny operator A, tak je tiez linearny

Veta 6.1: Nech A je linearny operator s definicnym oborom D4 a oborom hodnot Ra.
Potom k tomuto operatoru existuje inverzny operator Al prave vtedy ak plati

(6.11) Au=0 v R, 0u=0 v D,.

Poznamka 6.3: Splnenie vztahu (6.11) staci na existenciu inverzného operatora , o
oproti dokazu bijekcie vSeobecného operatora znacne zjednodusuje situaciu pri
linedrnych operatoroch.



Linearne operatory v Hilbertovom priestore hraju v matematike vyznamnu ulohu.
Existujt v8ak aj iné operatory , tiezZ vel'mi dolezité, ktoré nemusia byt’ vo vSeobecnosti
linearne. Uvedieme jeden dolezity priklad.

Definicia 6.10.: Nech P je metricky priestor s metrikou p. Nech operator A zobrazuje
prvky tohto priestoru P opit’ do priestoru P. Operator A sa nazyva kontraktivny v tomto
priestore ak existuje také ¢islo a, 0 < a <1, Ze pre kazdu dvojicu prvkov x,y z P plati:
P(AX,Ay) < ap(X,y).

Veta 6.2.: Banachova veta o pevhom bode. Nech je A kontraktivny operator v iplnom
metrickom priestore P. Potom rovnica

x=Ax
ma v priestore P prave jedno rieSenie, to znamena, Ze existuje prave jeden prvok u z P,
pre ktory plati u=Au. Tento prvok moZzno ziskat’ ako limitu postupnosti prvku x, z P,
u =limx > kde

now
X, “AX,,n=12,...,

pri¢om prvok x; mozno zvolit’ 'ubovolne.

Poznamka 6.4: Veta mé vel'mi dolezité miesto napriklad v numerickych metddach, ale aj

v linearnej algebre pri rieSeni sustav linedrnych rovnic.

Dalej sa budeme zaoberat’ operatormi definovanymi na Hilbertovom priestore H, teda na
priestore s metrikou a normou indukovanou skalarnym stu¢inom.

Definicia 6.11.: Operator I sa nazyva jednotkovy operator, ak prirad’'uje kazdému prvku
u D, ten isty prvok. Operator O nazyvame nulovy operator, ak prirad’uje kazdému

prvku u Dy nulovy prvok priestoru H.

Pre jednotkovy operator teda plati :Iu =u, UulD,

Pre nulovy operator plati: Ou =0, UuUD,

Definicia 6.12.: Operator A sa nazyva spojity v bode uy z D4 ak pre kazdu postupnost’
prvkov u, D, , pre ktoru plati yjlo}un = Uy v H plati

limAu, = Au, v H. (teda lim|4u, = Au,[=0),

Ak je operator A spojity v k';idom bode svojho definicneho oboru D4, hovorime. ze je
spojity v Da.

Definicia 6.13.: Operator A sa nazyva ohrani¢eny na svojom definicnom obore Dy, ak sa
da najst’ ¢islo K = 0 také. ze pre vSetky uJD, plati

(6.12) |Au|<K|u]



NajmensSie z ¢isel K (da sa ukazat,, ze vzdy existuje), pre ktoré plati vzt'ah (6.12)
nazyvame normou operatora A a oznacujeme ho HAH .
Preto plati

(6.13) |Au|<|A]|u| pre kazdé uz Da.

Priklad 6.6: Nech je dana funkcia dvoch premennych K(s,x) definovana a s kvadratom
11

integrovatel'na na Stvorci Q=<0,1> x <0,1>. Oznaéme dalej IIKZ (s,x)dxds =C* | C
00

kladné.
V Hilbertovom priestore L, (0,1) nech je dany operator A predpisom

(6.14) Au=v =j'K(s, x)u(x)dx .

Tento integral za danych predpokladov existuje a naviac funkcia v, ako funkcia
premennej s je z priestoru L,(0,1). Navyse podl'a Schwarzovej nerovnosti:

Vi = %’K(S, x)u(x)dxé < j’KQ(s,x)dx.j'uz (x)dx a teda

jvz (s)ds € j%KZ (s, X)dx.‘l[u2 (x)dx s = -l[-l[K2 (s, x)dx.ds.jju2 (x)dxds

a z toho
2

L,(0,1)

2
L,(0,1)

2
<C Hu

] HAu

<C Hu

v
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Operator (6.14) je teda v Hilbertovom priestore L,(0,1) ohrani¢eny. Pre normu A plati
j<c.

Priklad 6.7: V Hilbertovom priestore L,(0,1) uvazujme lineal DA=C'(0,1) a na fiom
definujeme operator A predpisom

u . - v N v s ,
Au = g Tento operator nie je na D, ohrani¢eny. Staci ukazat, Ze neexistuje taka
X

konstanta K, aby platilo |Aul] < K|u| UulD, . Ukazeme to sporom.

L,(0,1) L,(0,1)

Veta 6.3: Nech je A linedrny operator v Hilbertovom priestore H. ktory zobrazuje lineél
D, U H do H. Ak je operator na D, ohranieny, potom je spojity.

Veta 6.4.: Nech je A linearny operator v Hilbertovom priestore H. ktory zobrazuje lineal
D, UH do H spojity v D4, potom je ohraniceny.
(Bez dokazu)



Symetrické, pozitivne a pozitivne definitné operatory.

Oznacenia: Uz v predchadzajlicom texte sme pouzivali oznacenie
C*(G) - linearny priestor spojitych az do k-teho radu realnych funkcii naG .

C”(G) - linedrny priestor spojitych spolu so vietkymi derivaciami realnych funkcii na G

C; (G) - linearny priestor tych funkcii z C*(G), ktoré su rovné nule v uréitom okoli

hranice oblasti G. Casto sa 0znaéuju aj ako “A(G) a st zname pod menom funkcie
s kompaktnym nosi¢om v G.

Nosicom funkcie ¢(x) , oznacujeme suppp rozumieme uzaver ( v priestore Ey

) mnoziny tych bodov x [0 G pre ktoré plati §(x) # 0.

Teda ¢ OC; (G) znamend, ze ¢ C*(G) asuppd U G.

Priklad 6.8: V jednodimenzionalnom pripade je funkcia s kompaktnym nosi¢om
v intervale (-3,3) napriklad

~1/(4—x2) _
o= 21 X022
B 0, inde

Ma spojité derivacie vSetkych radov a ma kompaktny nosic .

Vseobecnejsie: Uvazujeme funkciu Y(P, X, t) definovani predpisom
Qs—l/(pz—u—tf)’ x—t<p
Ma&0=g -

0, |x-t=p|

kde p je pevne dané Cislo. D4 sa ukazat’, ze pre kazdé redlne ¢islo x ma uvedena funkcia
ako funkcia premennej t vSetky derivécie a je nenulova len v intervale (x-p,x+p).
Navyse:

(6.15) }mg&om:

X+p

P
P -(x-0) 3t = (o123, = . . I
Ie UUdt —Ie *™’dz =h(p), a tento integral nezavisi
X=p Y

od premennej x.

b ’t . y
Vezmeme ¢(P,x,t) = LU(E(:;)) je teda taka, ze _[d)(p,x,t)dt =l, anazyva sa

regularizujuce jadro.
Uvazujme 'ubovolnt funkciu u 0L, (a,b) a prediZzme ju nulou na cely interval (—, ).
Uvazujme integral

H(p, x) = Iu(t)q)(P, X, t)dt, kde p je kladné &islo.

Z predchéadzajiceho je zrejmé, Ze funkcia H(P, X) bude nulova pre vSetky x mimo
intervalu (a-p, b +p). Z hladkosti funkcie ¢ plynie aj hladkost’ funkcie p a ak bude p
dostatocne malé , bude sa na intervale (a,b) funkcia p len mélo 1isit’ od funkcie u.*
Veta 6.5.: Funkcia H(P,X) ma v intervale (—,%) derivacie vetkych radov pricom
mimo intervalu (a-p, b +p)je tato funkcia nulova. Naviac plati:

-6-



(6.16) %)i{rolu(p,x)Zu(x) v L,(a,b)

Bez dokazu —literatura.

Tvrdenie 6.3:Nech ulJL,(a,b) . Potom ku kazdému n>0 sa da najst’ také 6>0, ze plati:

d
(6.17) J’uz(x)dx<r], pre <c,d>0<a,b>, |d-c<d

Bez dokazu —literatira
Veta 6.6: Linearny priestor C; (a,b) je husty v L,(a,b).

Veta 6.7: Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou. Potom linearny priestor Cy (G)
jehustyv L,(G).

Poznamka 6.5: Z uveden¢ho vyplyva, ze kazda funkciu fL,(a,b) mézeme

s 'ubovol'nou presnost'ou aproximovat’ funkciami z linedrneho priestoru C; (a,b), ale
tym skor funkciami z linedrneho priestoru N, ktory tvoria vSetky funkcie spojité az do
druhého radu vratane na intervale <a, b> a spliiuje podmienky

u(a)=u(b)=0,

pretoZe tento urcite obsahuje vSetky funkcie z C;(a,b). (je ,,vd€si®). Toto plati aj pre
linearny priestor P, takych funkcii z linedrneho priestoru N, ktoré spiiiaju ovel'a
vSeobecnejsie okrajové podmienky:

c,u'(a) +c,u(a) =0, c,u'(b)+c,u(b)=0,kde aspoii jedno &islo v kazdej z dvojic
(c,,¢,),(c5,¢,) je nenulové.

Poznamka 6.6: Analogicky vysledok plati aj pre viacdimenzionalny pripad. Napriklad
priestor M, z prikladu 6.1 je tiez husty v L, (G), pretoze obsahuje vsetky funkcie z

C; (G). To isté plati aj pre linearny priestor R takych funkcii z C*>(G), ktoré na hranici
spliiaji podmienku 6711 +cu =0, kde v je vektor vonkajsej normaly k hranici ['=0G, c je
A

bud’ konstanta (aj nulova) alebo funkcia dana na hranici I'.
Poznamka 6.7.: Na uvazované funkcie mozno klast’ aj in¢ poziadavky. Napriklad aj
linearny priestor funkcii s kompaktnym nosi¢om v intervale (a, b) takych , ze

b
IU(X)dX =0 je husty v priestore L,(a,b) (v metrike L,(a,b)) tych funkcii f OL,(a,b)

b

, ktoré vyhovujii podmienke J'f(X)dX =0.



Veta 6.8: Greenova veta. Nech G je oblast’ s Lipschitzovskou hranicou a nech funkcie
f(x) a g(x) st spojité v¢itane vSetkych svojich prvych parcialnych derivaciiv G =T O G.

of 0g
Potom plati: I ox. gdx = IngidS - If ox. dx  kde v; je i-ta zlozka vektora vonkajsej
G i r G i

normaly ku hranici.
Definicia 6.14.: Nech D, je linearny priestor husty v H. Operator A linedrny v D, sa
nazyva symetricky, ak pre kazda dvojicu prvkov u, v z Da plati:

(6.18) (Au,v) =(u,Av).

Priklad 6.9: Oznac¢me D, linearny priestor N z pozndmky 6.5. Z uZ povedaného je tento
linearny priestor husty v Hilbertovom priestore L,(a,b) .Na tomto linearnom priestore
definujeme operator A vztahom: Au=-u". Tento operator je symetricky.

Definicia 6.15.: Operator A sa nazyva pozitivny na svojom definicnom obore D, ak je
symetricky a pre vSetky u z Dy plati:

(6.19) (Au,u)=20, ak (Au,u)=00 u=0 v D,
Ak naviac existuje konStatna C>0, taka, Ze pre vSetky u z Dx plati

2

(6.20) (Au,u)=C*u

3

nazyva sa operator pozitivne definitny v Da.
Priklad 6.10: Operator z prikladu 6.9 je pozitivny.

Priklad 6.11: Operator z prikladu 6.9 je pozitivne definitny. .
CviCenia:

6.1.: Ukazte, ze rozsirenie operatora z prikladu 6.9 na definiény obor C*(a,b) nie je
symetricky operator.

6.2. Definujme na Hilberovom priestore L,(G) linearny priestor D ako mnozinu
vietkych funkcii z C*(G), kde G je oblast s Lipschitzovskou hranicou takych, Ze na

hranici spiiaju nulovu Dirichletovu podmienku. UkaZte, Ze operator
Au=-Au, (Au je Laplaceov operator) s tymto defini¢cnym oborom je symetricky operator.
6.3.: Ukazte, ze operator z prikladu 6.2 je pozitivny.

7. Funkcionaly v Hilbertovom priestore. Rieszova veta



Definicia 7.1.: Operator F, ktory zobrazuje svoj defini¢ny obor Dr do mnoziny realnych
(resp. komplexnych) ¢isel sa nazyva funkcional (realny, resp. komplexny).

Budeme skumat’ hlavne redlne funkcionaly.

Funkcional je Specidlnym pripadom operatora a preto vysledky predchadzajucej kapitoly
platia v nezmenenej podobe aj pre funkcionaly.

Definicia 7.2.: Realny funkciondl F sa nazyva Linearny, ak je jeho defini¢nym oborom Dg
linearny priestor a pre kazdé reélne ¢isla a,,a,,...axa kazdé prvky ui, us,..., U, z Dr plati

(7.1) F(au, +a,u, +...+a u )=a,Fu +a,Fu, +..+a Fu_

Definicia spojitosti a ohrani¢enosti su tiezZ podobné. Treba si len uvedomit’, ze
konvergencia EE Fu, =Fu znamena v tomto pripade konvergenciu postupnosti redlnych
Cisel.

Definicia 7.3.: Funkcional F sa nazyva spojity v bode uy z Dr ak pre kazdu postupnost’
prvkov u, Dy, pre ktoru plati yg U, = Uy v H plati

(7.2) limFu, =Fu, .

n-o

Ak je funkcional F spojity v kazdom bode svojho definiéného oboru Dr, hovorime. zZe je
spojity v Dr.

Definicia 7.4.: Funkcional F sa nazyva ohraniceny na svojom defini¢nom obore D, ak
sa da najst ¢islo K = 0 také. ze pre vSetky u Ll D, plati

(7.3) |Fu < K|

NajmensSie z ¢isel K ( vzdy existuje), pre ktoré plati vzt'ah (7.3) nazyvame normou
funkcionlu F a oznacujeme |F|.

Priklad 7.1.: Nech v je urcity pevny prvok redlneho Hilbertovho priestoru H. Definujme
(7.4) Fu=(u,v), ulH.

Vztahom (7.4) je v H dany line4rny ohraniceny funkciondl a jeho norma je rovnad norme
prvku v.

Veta 7.1: Rieszova veta. Kazdy linearny ohraniceny funkcional F v Hilbertovom
priestore H sa da vyjadrit’ v tvare

(7.5) Fu=(u,v),



kde v je urcity prvok priestoru H, ktory je tymto funkcionalom urceny. Pritom plati:
(7.6) [v|=[F|
Veta 7.2.: Linearny funkcional je v D spojity prave vtedy, ked’ je ohrani¢eny.

Poznamka 7.1.: Nech A je pozitivny operator v linedrnom priestore D, , hustom
v Hilbertovom priestore H. Nech f je prvok z H. Potom predpisom
Fu = (Au,u) - 2(f,u)

je dany funkciondl a nazyvame ho kvadraticky funkcional, pretoze

(A(au),au) =a’(Au,u), OadR

CvicCenia

7.1.: Pre Hilbertov priestor L,(0,1) definujte pre funkciu v(x)=1 na intervale <0,1>
funkcional G ako v priklade 7.1. Ukazte jeho zakladné vlastnosti.
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