Angela Handlovicova: Funkcionalna analyza a variacny pocet
1. Uvodné pojmy

Oznacenia

G — N-rozmerna oblast’: otvorena stvisla mnozina euklidovského podpriestoru Ey .
ohrani¢ena oblast’ s Lipschitzovskou hranicou

I', 6G — hranica oblasti

G -uzaver oblasti: G =G+ I' — uzavreta oblast’

X1, X2, X3, .... Xy - suradnice bodov v Ex

X = (X1, X2, X3, .... Xn) — bod v Ex.

Viacrozmerné integraly: J’J’I!u( (X1, X2, X3, .... Xn) dX1dX ... dXn = ! u(x)dx

Funkcie definované na oblasti G - realne funkcie

Skalarny sucin funkcii, norma, metrika

Definicia 1.1:

Mnozinu M, ktorej prvky st funkcie definované na oblasti G, nazyvame linearnym
priestorom (linedlom, linedrnou mnozinou), prave vtedy, ak pre l'ubovolné dve
funkcie u(x),v(x)zM a pre 'ubovolné redlne ¢isla a,b plati, Zze aj ich linearna
kombindcia, to jest funkcia au(x)+bv(x) patri do mnoZiny M.

Priklad 1.1: Ozna¢me L mnoZinu vSetkych spojitych funkcii definovanych na
uzavretej oblasti G s obvyklou definiciou su¢tu dvoch funkcii a nasobenia funkcie
konStantou.

Potom L je linearny priestor.

Definicia 1.2:
Skalarnym st¢inom funkcii u(x), v(x) definovanych na G z linedrneho priestoru L
rozumieme integral

(1.1) L[u(x)v(x)dx
a oznacujeme ho: (u, V).

Veta 1.1:
Pre takto definovany skalarny sucin plati:

Nech st u(x),v(x),u,(x),u,(x) lubovolné funkcie definované na oblasti G
z linearneho priestoru L a a,,a, st l'ubovolné redlne Cisla. Pre skalarny sucin
definovany vzt'ahom (2.1) plati:
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(1.2) (u,v)=(v,u),
(1.3) (a,u, +a,u,,v)=a,(u,v)+a,(u,,v),
(1.4) (u,u) 20,

(1.5 (u,u)=0 = ux)=0 v G

Vztah (1.2) vyjadruje symetriu, vzt'ah (1.3) homogénnost’ a aditivitu skalarneho
sucinu.

Déosledok 1.1:
Nech su u(x),v,(x), v, (x) 'ubovolné funkcie definované na oblasti G z linearneho

priestoru L a a,,a, st I'ubovol'né realne ¢isla. Potom pre skalarny sucin
definovany vztahom (2.1) plati:
(1.6) (u,a,v, +a,v,)=a,(u,v,) +a,(u,v,)

Definicia 1.3:
Nech je dand funkcia u(x) zlineadrneho priestoru L. Normou funkcie u(x)
rozumieme ¢islo

(1.7) HuH =./(uu) = %u(x)2 dx%

Veta 1.2:
Nech st u(x), v(x) 'ubovolné funkcie definované na oblasti G z linedrneho priestoru
L a a je l'ubovolné realne Cislo. Pre normu definovanil vzt'ahom (1.7) plati:

(1.9 |u/=0,
(1.10) u|=0 < u(x)=0 v G,

(1.11) HauH = ‘a‘.Hu ,
(1.12)  [(u,v)<|u
(113 Jurvi<uf+]v
14 Juf=|v[<fu-v

Vztah (1.13) nazyvame trojuholnikova nerovnost’, vztah (1.12) Cauchy-
Schwarzova nerovnost’

v

b

b

Definicia 1.4:
Nech st dané funkcie u(x), v(x) z linearneho priestoru L.
Vzdialenost'ou (metrikou) funkcii u(x), v(x) rozumieme ¢&islo

(1.15) p(u,v) = Hu —VH
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Veta 1.3:
Nech st u(x),v(x),z(x) l'ubovolné funkcie definované na oblasti G z linearneho
priestoru L . Pre metriku definovanu vztahom (1.15) plati:

(1.16) p(u,v) =20,
(1.17) P(u,v)=0 = u(x)=v(x) v G,

L.18)  p(w,v) =p(v,u),
(1.19)  p@u,z)< p,v) +p(v,z2)

Definicia 1.5:

Mnozinu M, nazyvame metrickym priestorom prave vtedy, ak pre 'ubovolnu
dvojicu jej prvkov W,V zM je definované ¢&islo P(u,v), tzv. metrika alebo
vzdialenost’ dvoch prvkov, ktord ma vlastnosti (1.16) — (1.19).

Poznamka 1.1: VyssSie uvedena definicia je vSeobecnejSia a plati pre l'ubovolné
mnoziny M, to jest ich prvky nemusia byt’ funkcie.

Naviac ani metrika ¢i norma nemusi byt definovana len takym sposobom, ako sme
uviedli vo vztahu (1.15). Na priestore realnych funkcii definovanych na oblasti G
existuju aj iné metriky napriklad definujeme normu nasledovne:

(1.20) HUHC = T?%X\U(X)\ a nasledne z nej odvodena metrika bude potom

(1.21) Pe(u,v) = mDan‘u(x) - v(x)|

Priestor s takto definovanou metrikou bude potom iny metricky priestor. Spravidla ho
oznacujeme C(G).

Poznamka 1.2: Ak su funkcie ,,blizke* vo vSetkych bodoch oblasti G, to jest ak
plati:

(122)  Jux)-v(x)<e OxOG,
potom aj ich metrika v priestore C(G), to jest vzdialenost medzi nimi je mala:

Pc(u,v) < €. aPlati to aj opacne: ak je metrika mald aj vzdialenost’ medzi funkciami

v kazdom bode je mala.
In4 je situdcia pre metriku odvodenu z normy (1.7). Ak je rozdiel funkcii maly, je aj
metrika mala: Ak plati (1.22), potom

/2 /2
p(u,v) = %(u(x) —V(x))zdx% < %(e)zdxa =¢&/P, kde P je obsah (objem)
oblasti G. Opacéné tvrdenie neplati.

Priklad 1.2:
Nech su dané funkcie
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00sin100Tx 0 < x < 0,001
u(x)=0
g o 0,001<x <1

v(x)=0 0=<sx<1
/2
Pre tieto funkcie je p(u,v) = %(u(x) —V(x)) dxa =(.224 . Ako vidno metrika ma
mali hodnotu, ale vzdialenost tychto funkcii napr. v bode x =0,0005 je velka

v porovnani s metrikou ( rovna sa 10).

Budeme tym chépat’ funkcie, ktorych vzdialenost’ je mald, teda plati
P(u, V) < €, pre vhodne zvolené kladné redlne ¢islo € a nejaki konkrétnu metriku.

Cvidenia:
Linearne priestory

1.1. Oznaéme L mnozinu vSetkych spojitych funkcii definovanych na oblasti G
s obvyklou definiciou suctu dvoch funkcii a nasobenia funkcie konstantou. Ukazte, ze
L je linearny priestor.

1.2. Vyberme z mnoziny L z prikladu 1.1. mnozinu vsetkych takych funkcii, pre ktoré
plati: \u(x)\ <7, x0G. Ozna¢me tato novi mnozinu L. Ukazte, ze mnozina L nie je
linearny priestor.

Priklady inych ako funkcionélnych linearnych priestorov:

1.3. Euklidovské n-rozmerné priestory , n=1,2,3...k

1.4. Ukazte, Ze mnozZina vSetkych konvergentnych postupnosti redlnych cisel

s obvyklou definiciou suctu postupnosti a nisobenia realnym Ccislom je linearny
priestor.

1.5. Ukézte, Ze mnozina vSetkych ohrani¢neych postupnosti redlnych ¢isel s obvyklou
definiciou suctu postupnosti a nasobenia realnym cislom je linearny priestor. Je to
linedrny podpriestor linearneho priestoru z vyssie uvedeného prikladu.

Skalarny sicin, norma
1.6. Nech oblast’ G je $tvorec s hranou 1 a l'avym spodnym vrcholom v poéiatku
suradnicovej sustavy. Majme dve funkcie u(x,y) =x* +y’, v(x,y)=2. Vypocitajte

skalarny sucin z tychto funkcii v zmysle definicie (1.1).
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1.7. UvaZzujme na intervale <0,Tt> funkcie u =cosx, v =sinX . Najdite ich normu

v zmysle definicie (1.7) . Na tomto konkrétnom pripade overte platnost’ vztahu (1.12).

1.8. Pre funkcie z prikladu 1.6. najdite hodnotu normy tychto funkcii v zmysle
definicie (1.20).

Metrika

1.9. Pre funkcie z prikladu 1.6. najdite hodnotu metriky odvodenej z normy (1.7)
a potom aj z normy (1.20).
1.10. Majme linearny priestor L. Definujme
1, ak f=g
f,g) =
PLE=D &k g

Ukéazte, Ze dané zobrazenie ma vlastnosti metriky.

1.11. Na linearnom priestore zprikladu 1.5. sprvkami X =(X;,X,,..; X, 5-e..)
definujme zobrazenie:
p(x,y) = S]‘ip‘Yk - Xk‘ . Ukazte, Ze je to metrika na tomto priestore.

2. Priestor L,

Uvodné pojmy

Definicia 2.1:
Hovorime, Ze redlne funkcia u(X) je integrovatend v oblasti G s druhou mocninou

(kvadratom), ak existuji a su kone¢né integrély)!’u(X)dX a JUZ(X)dX.

Priklad 2.1: Kazda funkcia spojita alebo po ¢astiach spojita v uzavretej oblasti G je
integrovatel'na s kvadratom.

Poznamka 2.1: Integraly v predchadzajicej definicii chédpeme v Lebesgueovom
zmysle.

Tvrdenie 2.1: Redlne funkcie integrovateIné v oblasti G s druhou mocninou tvoria
linedrny priestor.

Definicia 2.2:

Pre realne funkcie u(x),v(x) integrovatelné v oblasti G s druhou mocninou
mdzeme definovat’ podobne ako v predchadzajtcej kapitole skalarny sacin, normu aj
metriku.
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(2.1) (u,v) = !u(x)v(x)dx

/2
(2.2) Jul = /(u,v) = %u(x)zdx%

23 puv)=|u-v|= %(u(x) - V(x))zdx%

Definicia 2.3:
Linedrny priestor funkcii integrovatel'nych v oblasti G s druhou mocninou s metrikou

(2.3) nazyvame metricky priestor L,(G) .

_ 2 —
Poznamka 2.2.: Ak je funkcia spojitd v G, potom zo vztahu !u (x)dx =0 plati, ze

u(x) =0 v G. Ak ale plati u(x) JL,(G), potom z uvedeného vztahu sa ned4 usudit,

7e u(x) =0. Napriklad funkcia vSade nulova, len v jednom bode nenulova. Dokonca
to plati aj pre funkciu, ktorda ma nenulovych bodov spocitatelne vela. V tychto
dokonca funkcia nemusi byt’ definovand. To isté plati aj pre funkciu, ktord ma pocet
takychto bodov mnoziny Lebesgueovej miery nula.

Definicia 2.4: Nech si redlne funkcie u(x),v(X) integrovatelné v oblasti G
s druhou mocninou a v oblasti G sa rovnaju skoro v§ade, to jest liSia sa len na oblasti
s Lebesgueovou mierou nula. Hovorime. Ze v priestore L,(G) su tieto funkcie
ekvivalentné. PiSeme u=v.

V tomto priestore to budu sebe rovné funkcie. Takéto funkcie st charakterizované
vlastnost'ou

(2.4) t[(u(x) —v(x))’dx =0

Funkecie ktoré nie st ekvivalentné su charakterizované vlastnost’'ou

(2.5) l(u(x) - v(x))dx#0_

Medzi ekvivalentnymi funkciami je jedind spojita v G.
Ak napriklad vezmeme funkcie ekvivalentné s nulovou funkciou, je len jedina funkcia
spojita a vSade identicky rovna nule.

2 _
TakZe ak napiSeme, Ze zo vzt'ahu L[u (x)dx =0 piynie u=0 v L,(G), znamend

to, ze funkcia u je v tomto priestore ekvivalentna nulovej funkcii ( je identicky rovna
nule az na mnoZinu miery nula).

Veta 2.1: Nech su u(x),v(x),z(x),u,(x),u,(x) lubovolné funkcie z L,(G) a
a,a,;,a, su lubovolné redlne c¢isla. Pre skalarny stcin (2.1), normu (2.2)
a vzdialenost’ (2.3) platia vzt'ahy:
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(2.6) (u,v)=(v,u),
(2.7) (a,u, +a,u,,v) =a,(u,,v)+a,(u,,v),
(2.8) (u,u) 20,

(2.9) (uw,u)=0 = ux)=0 v G
(2.10)  |u|=0,
(2.11) lu/=0 = ux)=0 v G,

2

(2.12) lau| = la||u
(2.13) | (u,v) < |ulllv],
2.14)  Ju+v|<ful+[y

@19 [ul-lv| <y

v

9

(2.16) p(u,v) =20,
(2.17) P(u,v)=0 < u(x)=v(x) v G,

(2.18) P(u,v) = p(v,u),
(2.19) p(u,z) < p(u,v)+ p(v,z)

Nerovnost’ (2.13) je v literatire znama ako Schwarzova ( Holderova alebo Cauchy-
Burnakovského nerovnost’).
V priestore L,(G) ma tvar

< E!ﬁ(x)dx% %VZ (X)dx%

/2

(2.20)

J'u(x)v(x)dx

Cvicenia:

1

2.1.Ukéazte, 7e funkcia u(X) = T je funkcia na intervale (0,1) integrovatel'nd a je aj
X

integrovatel'na s druhou mocninou.

1
2.2. Ukazte, Ze funkcia u(x) = I nie je z priestoru L,(0,1).
X
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3. Konvergencia v priestore L,
Konvergencia

V d’alsom budeme skalarny sG¢in, normu a metriku v priestore L,(G) oznacovat :

. P(u,v).

(u,v), ‘u

Definicia 3.1: Hovorime, Ze postupnost’ funkcii u, O L,(G) konverguje v priestore
L,(G) k funkcii uJL,(G), ak plati:

(3.1 y{gp(un,u):o,teda lingo%(un(x)—u(x))zdx% =0.

Zapisujeme limu, (x) =u(x) v L,(G). Struéneu, - u v L,(G).
Funkciu u(x) nazyvame limita postupnosti {un (X)} v L,(G).
1
Priklad 3.1: Mame postupnost’ funkcii (x)=x21 na intervale (-1,1). Kazda
z nich je spojita na intervale < —1,1 >, teda su z priestoru L,(—1,1). Ukazte ze funkcia
1 pre -1<x<0
u(x) = E 0 pre x =0
E 1 pre 0<x<l

je limitou uvedenej postupnosti v priestore L,(—L1).Funkcia u(x) nie je spojita
funkcia aj ked’ postupnost’ k nej konvergujtica je postupnost’ spojitych funkcii.

| ¢ funkcii u, UL,(G) konverguje v priestore
0.5 1

1)<€g

roznamka: V kazdom metrickom priestore mdzeme vyslovit’ definiciu konvergencie
analogicku definicii v metrickom priestore L,(G).

Veta 3.1: Postupnost’ funkcii u, OL,(G) mo6ze mat v priestore L,(G) najviac
jednu limitu.
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Poznamka 3.1: Pozor, hovorime o funkcii zpriestoru L,(G), teda sa jedna
o ekvivalenciu funkcii, ktoré sa liSia na mnozine miery nula. Preto aj funkcia
1 pre -1<x<0
_d
v(x)=0
E 1 pre 0sx<1

je limitou postupnosti z predchadzajuceho prikladu.

Veta 3.2: Ak postupnost’ funkcii {un (x)} konverguje k funkcii u(x) rovnomerne,
potom konverguje aj v priestore L,(G) k tejto funkcii.

Cvicenia:

3.3. Dokazte vetu o existencii najviac jednej limity postupnosti.
3.4. Uvazujme na intervale <0,1 > postupnost’ funkcii

_00sin10™"'mx  0<x<107@™
u,(x)=0 ~(2n+)
0 0 10 <x<l

Ukazte, ze limu (x)=0 v L,(0). Uvedomte si, ze napriek konvergencii
n-—oo
v uvedenom priestore pre maximovi normu plati:

max
x0<0,1>

u,(x)—u(x) =10,0n0ON, kde u(x)=0 v L,(0,])

Uplnost’

Definicia 3.3: Postupnost’ funkcii u,L,(G) sa nazyva cauchyovska
(fundamentalna) v priestore L,(G), ak plati:
(3.2) limp(u,,u,)=0

n-— oo

Poznamka 3.2: pojem cauchyovskej postupnosti plati v tejto podobe aj pre iné
metrické priestory.

Definicia 3.4: Postupnost’ funkcii u,z metrického priestoru P s metrikou P, sa
nazyva cauchyovska (fundamentalna) v priestore P, ak plati:
(3.2) limp,(u,.u,)=0

n- o

Veta 3.3: Kazd4 postupnost’ konvergentna v danom metrickom priestore P je v tomto
priestore cauchyovska.

Poznamka 3.3: Opacné tvrdenie neplati.

Definicia 3.5: Metricky priestor P sa nazyva aplny ak kazda cauchyovska postupnost’
je viom konvergentna. To jest ku kazdej cauchyovskej postupnosti u, z tohto
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metrického priestou P sa dd najst’ prvok u, leziaci v tomto priestore, ktory je limitou
tejto postupnosti.

Priklad 3.2: Euklidovsky priestor so Standartnou metrikou je uplny priestor.
( Cauchyho - Bolzanovo kritérium).

Veta 3.4: Priestor L,(G) je Gplny priestor.
Poznamka 3.4: Nie kazdy metricky priestor je Gplny.

Hustota. Separabilnost’.

Definicia 3.6: Nech je & >0 l'ubovolné kladné realne Cislo. &- okolim funkcie u(x)
v priestore L,(G) rozumieme mnozinu vSetkych funkcii vUL,(G), pre ktoré plati

(3.3) p(u,v) <.

Priklad 3.3: V priestore L,(0,1) lezia v d-okoli nulovej funkcie zrejme napriklad

vietky konstantné funkcie tvaru v(x) =k, k<9.

Definicia 3.7: Nech je M mnozina funkcii v priestore L,(G). Hovorime, Zze funkcia

ullL,(G) je hromadnym bodom tejto mnoziny M , ak v kazdom T'ubovolnom & -
okoli funkcie u lezi nekone¢ne vel'a funkcii z mnoziny M.

Veta 3.5: Funkcia uje v priestore L,(G) hromadnym bodom mnoziny M prave
vtedy, ak existuje postupnost’ funkcii u, UM , ktora konverguje v L,(G) k funkcii u.

Poznamka 3.5: Hromadny bod nemusi byt’ nutne prvkom mnoziny M.

Definicia 3.8: Mnozina M, ktora vznikne zjednotenim mnoziny M a vSetkych jej
hromadnych bodov sa nazyva uzaver mnoziny M v priestore L,(G).
Ak plati M = M, potom mnozinu M volame uzavreta.

Definicia 3.9: Mnozina M sa nazyva husta v priestore L,(G), ak kazda funkcia
z priestoru L,(G) je jej hromadnym bodom, to jest M = L, (G) .

Definicia 3.10: Mnozina M sa nazyva husta v priestore L,(G), ak ku kazdej funkcii
u z priestoru L,(G) je mozné najst postupnost funkcii u, UM konvergujucich v
L,(G) k funkcii u.

Poznamka 3.6: Zposlednej definicie vyplyva, Ze funkcie uau, su v metrike
priestoru

L,(G) Tubovolne blizko, ak je n dostatocne vel'ké. Mnozina M husta v priestore

L,(G) prave vtedy, ked kazdu funkciu z L,(G) mozno s I'ubovolnou presnostou
aproximovat’ v metrike tohto priestoru funkciami z mnoziny M.

-10 -
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Z Weierstrassove] vety je zname, ze kazdu spojitu funkciu na uzavretom intervale
<a,b>mozno sTubovolnou presnostou aproximovat mnohoclenom, dokonca

rovnomerne a teda tym skor v priestore L,(a,b). Toto plati aj pre funkcie z L,(a,b).

Veta 3.6: Mnozina vSetkych mnohoélenov je v priestore L,(G) husta.

Veta 3.7: Linearny priestor vSetkych spojitych funkcii v uzavretej oblasti G je husty
v L,(G).

Definicia 3.11: M sa nazyva spocitatena mnozina, ak jej prvky sa daju zostavit’ do
postupnosti, to jest existuje vzadjomne jenoznacné priradenie medzi danou mnozinou
a mnozinou prirodzenych cisel.

Definicia 3.12: Mnozina je nanajvy$ spocitatePna ak je alebo spocitateI'na alebo
konecna.

Definicia 3.13: Metricky priestor je separabilny ak viom existujé nanajvys
spocitatel'nd mnozina husta v tomto priestore.

Veta 3.8: Priestor L,(G) je separabilny.

Cvicenia:

3.5. Ukazte, ze v priestore L,(0,1) v &-okoli nulovej funkcie lezia funkcie tvaru

v(x) =k, kOR, [k|<3.

3.6. Ukazte, ze v priestore L,(0,1) v é-okoli nulovej funkcie lezia aj funkcie z
prikladu 3.4 pre dostatocne vel'ké n, (pre aké)?

3.7. Nech mnozinu M predstavuji vSetky funkcie definované v priklade 3.4. pre
n=1,2,.... Ukdzte, ze nulova funkcia je ich hromadnym bodom.

3.8. Ukazte, ze linearny priestor vSetkych spojitych funkcii na intervale < —1,1> nie
je uzavreta mnozina v priestore L,(—11).

. . 1
Névod: Konvergenica postupnosti u, (x) = x>

4. Ortogonalne systémy v priestore L.(G)

Linearna zavislost’ a nezavislost’ v L,(G).

V d’'alSom budeme pod funkciami u a v rozumiet’ funkcie z priestoru L,(G).
Definicia 4.1: Hovorime, ze funkcia u je v priestore L,(G) linearnou kombinaciou
funkcii v,(x), v,(x),...,v,(x), z L,(G), ak sa d4 v tomto priestore vyjadrit’ v tvare

“11 -
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4.1) u(x)=a,v,(x)+a,v,(x)+..+a v (x), kde a,a,,.,a, st vhodné realne

T

konStatnty.

Definicia 4.2: O funkciach v,(x),Vv,(X),...,v,(X), z priestoru L,(G) hovorime, Ze st
linearne zavislé, ak aspon jednu znich mozno vyjadrit ako linedrnu kombindciu
ostatnych k-1 funkcii. Ak sa ani jedna z tychto funkcii ned4 vyjadrit’ ako linearne
kombindcia ostatnych, hovorime, Ze funkcie st linearne nezavislé.

Stru¢ne nazyvame takyto systém funkcii linearne zavisly, alebo linearne nezavisly.

Veta 4.1: Funkcie u,(x),u,(x),...,u,(x), z priestoru L,(G) si viiom lineirne
zavislé prave vtedy ak existuju konStanty b,,b,...,b,, zktorych aspoii jedna je
nenulova, také ze plati:

(42) bu,(x)+b,u,(x)+...+b,u, (x)=0.
Funkcie u,(x),u,(X),...,u,(X), su linearne nezavislé prave vtedy ak rovnost’ (3.5)

nastava len v pripade, Ze su v§etky konstanty b,,b,...,b, nulové.

Poznamka 4.1: Systém funkcii u,(x),u,(X),...,u, (x), je z priestoru L,(G) ateda su
to funkcie integrovatel'né¢ s kvadratom arovnost (4.2) sa chape v zmysle tohto
priestoru to jest ekvivalencie funkcii odlisnych na mnozine miery nula.

Priklad 4.1: Funkcie sin’xy,cos’xy,4 su linearne zavislé v L,(G), kde G je
I'ubovol'na oblast’ v rovine xy.

Kritérium linedrnej zavislosti funkcii

Veta 4.2: Funkcie u,(x),u,(X),...,u,(x), z L,(G) st v priestore L,(G) lineiarne
zavislé prave vtedy ak je tzv. Gramov determinant rovny nule:

(u1>u1) (ul’u2) (ul’uk)
(4.3) D(ul,uz,...,uk) — (u2’ul) (uzauz) (uz ’uk)
(uk’ul) (uk’uZ) (uk’uk)

Veta 4.3: Funkcie u,(x),u,(x),...,u,(x), z L,(G) st v priestore L,(G) linearne
nezavislé prave vtedy ak je Gramov determinant r6zny od nuly.
Priklad 4.2: Funkcie sinx,cosx,l st linearne nezavislé v L, (0,17).
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Ortogonalne a ortonormalne systémy v L,(G)

Definicia 4.3: Dve funkcie ulUL,(G), vUL,(G) sa nazyvaji ortogonalne
v priestore L,(G), ak je ich skalarny sa¢in rovny nule: (u,v) =0, Zapis: uv v
L,(G).

Definicia 4.4: Funkcia uOL,(G), pre ktora plati: |u| =1 sa nazjva normovana

v priestore L,(G).
Definicia 4.5: Systém funkcii

(44) 0,(x),d,(X)ers 0. (X),.... OL,(G), i=12,...,

ktoré st navzajom ortogonalne v L,(G) sa nazyva ortogonalny sytém. Ak st ticto
funkcie naviac normované, hovorime , Ze systém je ortonormalny.

2 . 2 . 2 . )
Priklad 4.2: Systém funkcii .|— sin X, f sin 2x, ..., f sin nx,...je ortonormalny
I V' '

v priestore L, (0, 7).

Definicia 4.6: Systém funkcii ¢,(x),$,(X),...,$,(x),.... UL, (G), i=12,... je
linearne nezavisly, ak kazdy systém vytvoreny z kone¢ného poctu tychto funkcii je

linearne nezavisly.

Poznamka 4.1: Ak vyberieme z ortonormalneho systému l'ubovolny konecny pocet
funkecii, tento bude linedrne nezavisly, pretoze Gramov determinant bude rovny 1.

Teda kazdy systém ortonotmalny v L,(G) je v tomto priestore linearne nezavisly.

Priklad 4.3: Nech je funkcia u(x) dana ako linearna kombinacia ortonormalneho
systému. Vypocitajte jej normu.

Zaviedli sme pojem konvergencie postupnosti funkcii v priestore L,(G) pomocou
metriky v iom definovanej. Nech mame rad funkecii

(45) Y u(x), u, OL,(G).k=12,.
k=l

Podobne ako je zvykom u funkciondlnych radov, zavedieme postupnost’ Ciasto¢nych
suctov

(0= Y 0y (x).

Definicia 4.7: Hovorime, Ze rad (4.5) konverguje v priestore L,(G) a ma sucet s(x)
ak postupnost’ {sn (X)} jeho ciastoénych suctov konverguje v priestore L,(G) ama
limitu s(x) .
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Vynara sa otdzka rozvinutia danej funkcie z priestoru L,(G) do ortonormalneho
systému funkcii.

Veta 4.4: Ak je systém funkcii (4.4) ortonormalny v priestore L,(G) potom rad
(4.6) Zakq)k(x), a, ORk =1,2,...
k=1

konverguje v priestore L,(G) prave vtedy, ked” konverguje rad

=]

47 Yai.

k=1

Fourierove rady

Definicia 4.8: Nech je dany ortonormalny systém (4.4) a funkcia u(x)UL,(G).
Potom ¢isla

(4.83) a, =(u,$,)= Iu(x)d)k(x)dx, k=12,..

sa nazyvaju Fourierove koeficienty funkcie u vzh'adom k systému (4.4) a rad

(49) Y a,9,(x)

k=1
sa nazyva Fourierovym radom funkcie u vzhl'adom k systému (4.4).
Priklad 4.4: N3jdite Fourierove koeficienty pre ortonormalny systém

(4.10) 2sinx, zsin2x,,... %sinnx,....
\m T

Veta 4.5: Nech je dany ortonormalny systém (4.4) a funkcia u(x) L, (G). Nech n je
I'ubovolné , ale pevné prirodzené ¢islo. Oznaéme

(4.11) u, (x)= Z a,9,(x) , kde a,,k=12,... su Fourierove koeficienty funkcie
k=1
u vzhl'adom k systému (4.4). Ozna¢me d’alej
s, (x) = Z a, 0, (x), kde a,,k =12,...su l'ubovolné redlne ¢isla.
k=1

Potom plati
P(u,,u) <p(s,,u), pricom ostra nerovnost nastava akonahle je aspon jedno z Cisel
a, rozne od o, ., k=12,..,n.

Veta 4.6: Pre kazdu funkciu u je rad Stvorcov
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(4.12) Z o) Fourierovych koeficientov tejto funkcie vzhladom k ubovolnému
k=1

ortonormalnemu systému z priestoru L,(G) konvergentny. Pritom plati:

(4.13) z a; < Hqu (Besselova nerovnost’)
k=1

Veta 4.7: Nech je dany ortonormalny systém (4.4) a funkcia u(x)UL,(G). Potom
Fourierov rad prislichajuci k tejto funkcii je konvergentny v priestore L,(G).

Veta 4.8: Nech je dany ortonormdlny systém (4.4) a funkcia u(x)UL,(G). Ak
konverguje rad Zakd)k(x) v priestore L,(G) k funkcii u, potom su a,,k =1.2,...
k=1

nutne Fourierove koeficienty tejto funkcie vzhl'adom k systému (4.4).

Poznamka 4.2: Opacna veta nemusi vo vSeobecnosti platit. Fourrierov rad
Pubovolnej funkcie u(x)UL,(G) je konvergentny, ale nemusi konvergovat prave
k funkecii u.

Priklad 4.5: Uvazujme systém f sin X, \F sin 3x, ,\F sin 5X,... Tento je zrejme
Tt Tt Tt

v priestore L, (0, T0) ortonormalny. Zostrojte Fourrierov rad funkcie u(x) =sin2x
a ukazte k comu konverguje.

Definicia 4.9: Ortonormalny systém funkcii (4.4) sa nazyva uplny v priestore L,(G),
ak pre¢ kazdu funkciu u(x)L,(G) konverguje v priestore L,(G) Fourierov rad
k nej vytvoreny prave k tejto funkcii.

Podmienka takejto konvergencie vyplyva priamo z definicie konvergencie v priestore
L,(G) : ,lllfg P(u,,u) =0 | kde v tomto pripade je u, n-ty asotény siéet Fourierovho

radu. Pre dany ortonormalny systém plati:

u, _uH2 :(u_iakq)k’ u- nZGk¢k)=(u,u)—2i_Gk(u,¢k)+ iai =

p2 (un7u) =

DY h
k=1
Ateda lim(Ju[" -y a}) =0,z coho
- [
@14 =Yar.
k=1
Podmienka (3.16) vyjadruje nutni a postacujicu podmienku aby Fourierov rad

funkcie u(x)L,(G) konvergoval v L,(G) k tejto funkcii a nazyva sa Parsevalova
rovnost’.
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Definicia 4.10: Ortonormalny systém funkcii (3.7) sa nazyva uzavrety v priestore
L,(G), ak neexistuje ziadna funkcia v(x)JL,(G) ortogonalna ku vSetkym funkciam

daného systému s vynimkou funkcie nulovej v L,(G).

Veta 4.9: Ortonormalny systém funkcii (3.7) v L,(G) je uplny prave vtedy, ked’ je
uzavrety.

Priklad 4.6: Z uvedenej vety vyplyva, ze systém z predchadzajiuceho prikladu nie je
uplny v L, (0, D) .
Priklad 4.7: Na intervale< a,b > je systém funkcii
2 g M7 o
b-a b-a

uplny ortonormalny systém funkcii v L, (0, 10) .
Analogické tvrdenie plati pre viacrozmerné oblasti.

Priklad 4.8: Nech G je obdiznik 0 < x <a,0 <y <b. Potom systém funkcii

2 sin X sin nry ,m=12,..n=12,...
\/E a b

je uplny ortonormalny systém v L, (G)

Poznamka 4.3: Ak je ortonormilny systém uplny v L,(G), potom kazdd funkciu
mozno vujadrit’ v tvare jej Fourierovho radu, to jest ako linedrnu kombinaciu
(nekonecného) systému tychto funkcii, apreto tomuto sytému hovorime
ortonormalna baza.

Definicia 4.11: Systém funkcii

(4.15) W,Y,....P,.,... z L,(G) (nemusi byt ani ortogonalny ani normovany) sa
nazyva uplny v L,(G) ak je mnozina vSetkych linearnych kmobinacii prvkov tohto
systému husta v L, (G).

To jest: Ku kazdej funkcii u(x) JL,(G) aku kazdému € > 0mozno najst’ prirodzené

n
¢islo n a ¢isla ai“),a(zn),...,ailn)tak, ze plati: p(u, z alVyP, ) <e.
k=l

Ak je okrem toho uvedeny systém linearne nezavisly vL,(G), potom tvori bazu v
L,(G).

Poznamka 4.4: Existuju aj iné definicie bazy , napr. Schauderova béza.

Priklad 4.9: Neortonormalnou bazou v priestore L,(a,b) je postupnost’
L,X,x’,....x",....a podobne vo viacdimenziondlnom preistore je to systém

mnohoclenov, napriklad pre dvojrozmernt oblast’ je to systém mnohoclenov
2

LX, ¥, Xy, X",y .

Poznamka 4.10: Z uplného systému, ktory nie je vo vSeobecnosti ani ortogondlny ani
ortonormalny sa da vytvorit’ takyto systém tzv. Schmidtovym ortogonaliza¢nym
resp. ortonormalizanym procesom (vid’ Rektorys. strana 62)
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Rozklad priestoru L,(G) na ortogonalne podpriestory

Definicia 4.12: Linearnym podpriestorom priestoru L,(G) budeme nazyvat
uplny linearny podpriestor priestoru L,(G) s prislusnou metrikou tohto priestoru.

Priklad 4.10: Nech M je mnozina vSetkych konstantnych funkcii definovanych na
intervale (0,1). Ukazte, ze je to linearny priestor. Ukéazte, ze s metrikou linearneho

priestoru L, (0,1) je to linearny podpriestor priestoru L,(0,1).

Priklad 4.11: Nech L je mnozina spojitych funkcii na uzavretom intervale <-1,1>.
Tento linearny priestor nie je s metrikou priestoru L,(—11) Gplnym priestorom, preto
nie je podpriestor L,(-L1I).

Oznaéme M, linearny priestor, kde M O L,(G) s metrikou priestoru L,(G).

Veta 4.10: Priestor M|, je linearnym priestorom priestoru L,(G) prave vtedy, ked’
je M uzavreta mnozina v L,(G).

Veta 4.11: Nech N je linearny podpriestor priestoru L,(G). Nech u je I'ubovolna
funkcia v priestore L,(G). Potom tato funkciu je mozné jednoznacne rozlozit' na
sucet

(4.16) u(x) = v(x) + w(x),

kde v je funkcia z linearneho podpriestoru N a funkcia w je ortogonalne ku kazde;j
funkecii z N.

Funkcia v sa nazyva ortogonalna projekcia funkcie u do podpriestoru N. Vlastnost’
funkcie w zapisujeme kratko w LUNa hovorime, ze w je ortogonalna na
podpriestor N.

Priklad 4.12: Uvazujme v priestore L,(0,1) linearny podpriestor vsetkych
konstatnych funkcii definovanych na intervale (0,1) s metrikou priestoru L,(0,1).

Rozlozte funkciu u(x)=x?, x[0<0,1> na sucet, kde jeden s&itanec bude

ortogonalna projekcia do uvedeného podpriestoru.

D4 sa ukazat, Ze mnozina vSetkych funkcii ortogonalnych k danému podpriestoru je
tiez linearny podpriestor priestoru L,(G). Ozna¢éme ho K. Hovorime, Ze priestor
L,(G) je ortogonalnym su¢tom podpriestorov N a K a zapisujeme

(4.17) L,(G)=NUK

Podpriestoru K hovorime ortogonalny doplnok podpriestoru N v priestore L,(G).

Vlastnosti skalarneho suc¢inu
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Veta 4.12: Nech postupnost’ {un (x)} konverguje v priestore L,(G) k funkcii u(x) a
postupnost’{vn(x)} konverguje v priestore L,(G) k funkcii v(x). Potom postupnost’
skalarnych su¢inov (u,,v,) konverguje k skalarnemu sa¢inu (u,v).

Struéne: un - u’Vn -V Vv LZ(G) D (un’Vn) - (u7V)‘

Désledok 4.1: 1. Akje u, » u, v L,(G) vOL,(G)O (u,,v) - (u,v)

2.Akjeu, - u, v L,(G)0O

o, | = Juf

Veta 4.13: Nech M je husta mnozina v L,(G) a nech u(x) je ortogonalna ku kazdej
funkcii z mnoziny M potom u=0v L,(G).

5. Hilbertov priestor

Unitarny priestor

Nech M je l'ubovolnd mnozina prvkov ( funkcie vektory..). Uvedieme tu vysledky
predchadzajtcich kapitol vo vSeobecnom pripade.

Definicia 5.1.: Hovorime, ze M je linedrny priestor na telesom realnych Cdisel,
(vektorovy priestor...) ak ma tieto vlastnosti:

1. Pre I'ubovolné prvky U,V z M je definovany sucet u + Vv a pre kazdy prvok uz M
a kazdé redlne Cisloa z R je definovany sucinau, pricom u+v aj au su opat’ prvky
z M.

2. Pre takto zavedené operacie suctu a sucinu platia axiomy:

(5.1) u+tv=v+u, ut+t(v+z)=(u+v) =z
(5.2) a(u+v)=au+av, (a=b)u=au +bu,

(5.3) a(bu)=(ab)u, lu=u

3. Existuje taky prvok O0OM, ze platiu+0=upre kazdé ulUM. Tento prvok
nazyvame nulovym prvkom.

4. Ku kazdému prvku ulOM existuje prvok vIUM tak, ze plati u+v =0. Tento
prvok nazyvame opa¢nym k prvku u.

Nulovy prvok v M ako aj opacny prvok k prvku u st jednoznacne urcené.

Priklad 5.1: Euklidovské priestory, mnozina vsetkych spojitych funkcii na uzavretej
oblasti G .
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Definicia 5.2: Hovorime, Ze na linearnom preistore je definovany skalarny sucin , ak
je kazdej dvojici prvkov u,v zM priradené¢ realne cislo, oznacujeme ho (u,v)
s vlastnostami:

(5.4) (u,v)=(v,u)
(5.5) (aju, +a,u,,v)=a,(u,v)+a,(u,,v)
(5.6) (u,u)=0, (u,u)=0 = u=0 \% M

Priklad 5.2: Klasicky skalarny sucin v euklidovskom priestore, integral zo sucinu
funkcii v priestore L. ...

Definicia 5.3: Nech na linedrnom priestore M je definovany skalarny sucin v zmysle
predchddzajicej definicie. Potom ¢isla:

(5.7) HuH =./(u,u),

(5.8) p(u,v)= Hu - VH

nazyvame norma a vzdialenost’ ( metrika) v M.
Veta 5.1: Nech st u(x), v(x),z(X),u,(x),u,(x) l'ubovol'né prvky z M a a,a;,a, su
I'ubovol'né realne Cisla. vysSie definovani normu a vzdialenost’ platia vzt'ahy:

(5.9) Ju/=z0,

(5.10) [u[=0 < u(x)=0 v M,

(5.11) HauH = ‘a‘.Hu

5

b

(5.12) u,v) < |ul|v

(5.13) Ju+v]<|u+[v

2

(514) [ju|=[v] <o~
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(5.15) p(u,u)=0,
(5.16) p(u,v)=0 = u(x) =v(x) v M,
(5.17) p(u,v) = p(v, ),

(5.18) p(u,z) <p(u,v)+p(v,z)

Definicia 5.4: Linedrny priestor s metrikou, kde norma je odvodena od skalarneho
su€inu, nazyvame unitidrnym priestorom.

V d’'alSom budeme takyto priestor oznacovat’ S, .

Definicia 5.4: Hovorime, Ze postupnost’ prvkov u, 1S, konverguje v priestore S,
k prvku ulS,, ak plati:

(5.19) limp(u_,u)=0.

Zapisujeme limu, =u v S,. Struéneu, - u v S,.

n-o

Prvok u nazyvame limita postupnosti {un} vS,.
Veta 5.2: Postupnost’ funkcii u, 1S, moze mat’ v priestore S, najviac jednu limitu.

Definicia 5.5: Postupnost’ funkcii u, LS, sa nazyva cauchyovska (fundamentalna)
v priestore S,, ak plati:

(5.20) limp(u,_,u,)=0

Veta 5.3: Kazda postupnost’ konvergentna v S, je v tomto priestore cauchyovska.
Poznamka 5.1: Opacné tvrdenie neplati.

Definicia 5.6: Priestor S, sa nazyva uplny ak kazda cauchyovska postupnost’ je

v iom konvergentna.

Definicia 5.7: Ak je unitarny priestor S, uplny, nazyvame ho Hilbertovym
priestorom. Spravidla ho oznacujeme symbolom H.
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Priklad 5.3: Priestor L,(G) je Hilbertovym priestorom.

Veta 5.4: V kazdom separabilnom Hilbertovom priestore existuje baza.

Definicia 5.8: Linearny normovany metricky priestor, ktory je uplny v metrike
indukovanej normou sa nazyva Banachov priestor.

Priklad 5.4: Priestor L,(G) je Banachov priestor.

Veta 5.5: Ak je v LN (linedrnom normovanom) priestore s metrikou indukovanou
} prislusnych

normou postupnost’ {un} cauchyovska, potom je postupnost’ [ u,

noriem konvergentna.

Veta 5.6: Ak je v LN (linedirnom normovanom) priestore s metrikou indukovanou
normou postupnost’ {u,,} konvergentna alebo aspoil cauchyovska, potom je v norme

ohrani¢ena, to jest existuje ¢iclo K, také, ze |u,|| < K pre vSetky n.

Cvicenia:

5.1. Nech M je mnozina vSetkych vektorovych funkcii

u(x) =u,(x)i+u,(x)j, ktorej zlozky u,(x),u,(x) su funkcie integrovatel'né s druhou
mocninou v oblasti G. Definujeme scitanie vektorovych funkcii a nasobenie
vektorovej funkcie skalarom po zlozkach. Ukéazte, Ze M je linearny priestor s nulovym
prvkom nulovou vektorovou funkciou.

Definujeme skalarny sucin vektorovych funkcii vztahom

(w,v) =(u,,v,) +(u,,v,) , kde jednotlivé zlozky su skalarne siciny funkcii. Ukazte,
ze takto definovana funkcia je naozaj skalarny sucin.

5.2. Uvazujme linearny priestor (LP) M, ktorého prvky su funkcie spojité aj so
spojitymi prvymi derivaciami na uzavretom intervale <0,1> s obvyklou definiciou
sCitania funkcii a ndsobenia funkcie skalarom. Nulovym prvkom je nulova funkcia.

Definujme (¢,Vv) =Iu(x)v(x)dx +J’u'(x)v'(x)dx

Ukézte, Ze tymto vztahom je na LP M derfinovany skalarny stcin.

5.3. Ak uvazujeme ten isty LP M ako v predchadzajucom priklade a definujeme
1

(u,v) = J‘u ()W (x)dx - Ukazte, ze tento vztah nedefinuje skalarny suc¢in na M
0

a zdovodnite preco.
5.4. Vysvetlite, o znamena konvergencia postupnosti funkcii v priestore
definovanom v priklade 2.
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