Kapitola 4.A

Kapitola 4.A


Kapitola 4. A

[image: image1.wmf])

P

,

,

(

S

Ω


Spojité rozdelenia pravdepodobnosti, ich charakteristiky, distribučná funkcia, aplikácie

Uvažujme opäť základný pravdepodobnostný priestor  
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. Náhodná premenná je taká funkcia 
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, že vzorom ľubovoľného intervalu je náhodná udalosť. Ak oborom hodnôt tejto funkcie (náhodnej premennej)  je celý interval hovoríme o spojitej náhodnej premennej. Rozdelenie pravdepodobnosti diskrétnej náhodnej premennej bolo zvyčajne dané tabuľkou. Pri spojitej náhodnej premennej  predpokladáme, že existuje po častiach spojitá nezáporná funkcia f: R(R s vlastnosťou P (a( X ( b) =
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 Funkciu f(t) nazývame hustota rozdelenia pravdepodobnosti spojitej náhodnej premennej X, ak spĺňa tieto vlastnosti:

·  f(t)( 0

· 
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To znamená, že f(t) je nezáporná na R a plocha pod grafom funkcie je 1. Stredná hodnota spojitej náhodnej premennej je definovaná vzorcom
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za predpokladu, že integrál existuje. Disperzia spojitej náhodnej premennej X je definovaná vzorcom (opäť za predpokladu, že integrál existuje)
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Ak disperzia existuje, je efektívnejšie ju rátať zo vzorca D(X)=E(X2)-(E(X))2. 

Vzorový príklad 1
Nech spojitá náhodná premenná X je daná hustotou
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Vypočítajte

a) P( 1( X( 1,5)

b) E(X) a D(X)
Riešenie

a) 
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b) E(X) =
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D(X)= E(X2)-(E(X))2 =
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Distribučná funkcia

Distribučnou funkciou náhodnej premennej rozumieme funkciu F(x)=P(X( x). Ak X je spojitá náhodná premenná daná hustotou rozdelenia pravdepodobnosti f(t), tak distribučná funkcia sa ráta podľa vzťahu
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Poznámka

Hodnota distribučnej funkcie v bode x  je vlastne plocha pod krivkou funkcie f(t) s dolnou hranicou 
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 a hornou hranicou x. 

Vzorový príklad 2
Nech spojitá náhodná premenná X je daná hustotou
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Vypočítajte distribučnú funkciu tejto náhodnej premennej.

Riešenie

Podľa definície distribučnej funkcie spojitej náhodnej premennej platí 

· na intervale 
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 využijeme vlastnosti aditivity určitého integrálu, potom F(x)=P(X( x)=
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 F(x)=P(X( x)=
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Výsledný tvar distribučnej funkcie je

F(x) =  
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Hodnoty distribučnej funkcie a hustoty niektorých dôležitých spojitých rozdelení bývajú tabelované ( udávane v tabuľkách).

Kvantilová funkcia, kvantil, kritická hodnota

Veľmi dôležitým pojmom je aj pojem kvantilovej funkcie. Kvantilová funkcia je  inverzná funkcia k distribučnej funkcii, jej hodnoty 
[image: image26.wmf])
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 sa nazývajú kvantilami. Teda (- kvantilom rozumieme hodnotu funkcie 
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. K danej ploche ( pod krivkou hustoty f(t) hľadáme hornú hranicu x( ((- kvantil) integrálu  
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 tak, aby platilo 
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= (. Veľmi často používaným pojmom je aj pojem kritickej hodnoty. Nájsť kritickú hodnotu k, znamená nájsť hornú hranicu xk integrálu 
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=1-k. Hodnoty kvantilov (respektíve kritických hodnôt) niektorých dôležitých spojitých rozdelení bývajú tiež tabelované.

Poznámka 1
Štatistické tabuľky majú vždy v záhlaví uvedené, či ide o kritické hodnoty alebo kvantily daného rozdelenia.

Rovnomerné rozdelenie  R(a, b)

Spojitá náhodná premenná X má rovnomerné rozdelenie na intervale (a; b) ak jej hustota je v tvare
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Stredná hodnota je rovná E(X)=
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Najznámejším a najčastejšie používaným spojitým rozdelením je normálne rozdelenie.

Normálne (Gaussovo) rozdelenie N((, (2)

Normálne rozdelenie pravdepodobnosti je definované svojou hustotou v tvare
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kde ( a ( ( 0 sú ľubovoľné konštanty (E(X)=(, D(X)=(2). 

Táto funkcia popisuje jedno z najdôležitejších spojitých rozdelení pravdepodobnosti a na rozdiel od iných kriviek sa dá presne zistiť dátum jej vzniku. V roku 1733 uverejnil jej tvar a vzorec Abrahám de Moivre hugenot vyhnaný z Francúzka, ktorý sa pretĺkal v Londýne aj tým, že radil hazardným hráčom. Svoje experimenty začal hádzaním mincou a binomickým rozdelením a uskutočnil myšlienkový skok od histogramu k spojitej krivke a k objavu krivkovej rovnice. Pre teóriu hazardných hier sa však z týchto poznatkov nedalo získať nič nové a tak krivka upadla do zabudnutia a bola znovu objavená pri  praktických   problémoch  ako Gaussova-Laplaceova „krivka chýb“. Na konci 18. a začiatkom 19. storočia boli astronómovia v situácii, keď pri svojich meraniach získali veľké množstvo údajov, ktoré sa však od seba viac či menej odlišovali. Príčinou odlišných hodnôt bola nedokonalosť meracích prístrojov. S nedokonalosťou prístrojov  sa zatiaľ nedalo nič robiť, ale predsa len bolo potrebné  z množstva týchto nameraných údajov vybrať jednu hodnotu, ktorá by sa najviac blížila skutočnosti. Gauss si najprv myslel, že tou správnou hodnotou je aritmetický priemer, potom však prišiel (podobne ako Laplace) k rozdeleniu početnosti výsledkov meraní. Úplne nesprávne sú iba ojedinelé merania, potom nasledujú merania, ktoré sú si viac podobné a stále početnejšie. Tieto merania vrcholia v najpočetnejšej hodnote  normálnej krivky. Normálne rozdelenie je teda chápať v zmysle, že je to „bežné“ rozdelenie (podľa neho sa správajú mnohé deje v prírode). Normálne krivky sú pravidelné a symetrické, ich charakteristické správanie je vždy rovnaké. Bod obratu krivky leží vždy vo vzdialenosti -( a +( od (, v ktorom krivka nadobúda maximum. Teoreticky je krivka rozložená symetricky (okolo () na obe strany do nekonečna ale prakticky sa už vo vzdialenosti -3(  a +3( od (  dotýka x-ovej osi.  Vzhľadom na dôležitosť normálneho rozdelenia sú pre hustotu a distribučnú funkciu zostavené podrobné tabuľky. Hodnoty hustoty a distribučnej funkcie sú uvedené iba pre normované  (štandardizované) normálne rozdelenie t. j. (=0 a (2=1. Každú náhodnú premennú s rozdelením N((,(2) možno znormovať jednoduchou substitúciou v tvare 
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Navyše platí pre hustotu (označovanú ((x)) a distribučnú funkciu (označovanú ((x)) normálneho normovaného rozdelenia

· ((x) = ((-x)

· ((-x) = 1- ((x)
· P( (X (( x) = P(-x ( X ( x ) = ((x) - ((-x) = 2((x)-1

Z týchto dôvodov sú tabuľky normálneho normovaného rozdelenia tabelované iba pre hodnoty x ( 0. Hodnoty distribučnej funkcie a hustoty normálneho normovaného rozdelenia sú v tabuľkách T.1 a T.2. Pravdepodobnosť, že náhodná premenná s rozdelením N((,(2) nadobúda hodnoty z intervalu ( x1; x2(  vyrátame podľa vzťahu
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Krivka normálneho normovaného rozdelenia

Na obrázku je krivka hustoty normálneho normovaného rozdelenia spolu s jej deriváciami. Ako vidno z obrázka, v intervale ((-(;  (+() je vyše 68 % všetkých hodnôt, v intervale ((-2(; (+2() je 95 % všetkých hodnôt a v intervale ((-3(;  (+3() vyše 99 % hodnôt.
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Vzorový príklad 3
Pre určitý dezinfekčný prostriedok je predpísaný minimálny obsah chlóru vo výške  26 % a maximálny obsah vo výške 31 %. Obsah chlóru v dodávaných baleniach je náhodná premenná X s rozdelením N( 29; 0,81). Vypočítajte

a) koľko percent balíčkov bude  mať obsah chlóru v medziach ( 28; 30 (
b) koľko % balíčkov bude nevyhovujúcich

Riešenie

a) P( 28 ( X (  30) =
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 = ((1,11)- ((-1,11) =((1,11)-(1-((1,11)=2((1,11)-1=2*0,8665-1=0,733. 3,3% balíčkov bude mať obsah chlóru v medziach intervalu ( 28; 30 (.

b) nevyhovujúce balíčky sú tie, ktorých obsah aktívneho chlóru bude  menší ako 26 %   alebo väčší ako 31 % Máme vypočítať pravdepodobnosť P( X ( 31) a P(X( 26) pričom premenná X  (obsah chlóru v dezinfekčnom prostriedku) nadobúda len kladné hodnoty. Postupne rátame P(X ( 26) =  P(0( X ( 26) =
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= 1-(((2,22)-((-32,22)) =1-(((2,22-(1-((32,33))=2-((2,22)-((32,33)=2-0,9867791-1=0,01322; P(X<26)+P(X>31)= 0,000434+ 0,01322 =0,01364. Približne 13,6 % balíčkov je nevyhovujúcich.

Exponenciálne rozdelenie

Exponenciálnym rozdelením sa riadia náhodné premenné, s ktorými sa stretávame v technicko–ekonomických aplikáciách. Je to napríklad čas potrebný na vyhľadanie poruchy zariadenia, čakanie na obsluhu, životnosť zložitejších zariadení a podobne. 

Spojitá náhodná premenná má exponenciálne rozdelenie pravdepodobnosti, ak jej hustota je funkcia v tvare:
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pričom ( je ľubovoľné kladné číslo, ktoré sa nazýva parameter rozdelenia. Pre distribučnú funkciu tohto rozdelenia platí:
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Pre strednú hodnotu a disperziu náhodnej premennej X platí

E(X) =
[image: image45.wmf]l
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               D(X)=
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Krivka exponenciálneho rozdelenia s parametrom (=5


[image: image47.wmf]Exponenciálne rozdelenie.
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Vzorový príklad 4
Dĺžka cyklu dodávky tehál do predajne Stavebniny je náhodná premenná X, ktorá má exponenciálne rozdelenie pravdepodobnosti so strednou hodnotou E(X)=7 dní. Do predajne je dodaná zásielka tehál, takže celková zásoba je na 10,5 dňa. Aká je pravdepodobnosť vyčerpania dodávky?

Riešenie

Máme vypočítať pravdepodobnosť, že X ( 10,5, ak ( =1/7. P(X ( 10,5)=1-P(X (  10,5) = 1-(1- e-10,5 *1/7)= 0,2231.

Poznámka 2
Na záver uvádzame niektoré typy rozdelení, s ktorými sa stretneme v ďalších kapitolách, predovšetkým v kapitole 6.A Intervaly spoľahlivosti a 7.A Testy hypotéz. Tvary hustôt príslušných rozdelení pozri v kapitole 4.B.

Poznámka 3
Gama funkcia  je definovaná vzťahom
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Chí-kvadrát rozdelenie s n stupňami voľnosti  

Nech X1,..., Xn sú nezávislé náhodné premenné s rozdelením N(0;1). Potom veličina Y=
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má (2 rozdelenie s n stupňami voľnosti. Pre hustotu tohto rozdelenia platí
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Toto rozdelenie v skratke označujeme ako 
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Studentovo t rozdelenie s n stupňami voľnosti

Nech X je náhodná premenná s N(0; 1) rozdelením a Y náhodná premenná s rozdelením 
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. X a Y sú nezávislé náhodné veličiny. Potom náhodná premenná T=
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 má Studentovo t rozdelenie s n stupňami voľnosti. Pre hustotu tohto rozdelenia platí
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Pre n(2 platí pre E(X)=0 a D(X)=
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Fisherovo-Snedecorovo  F rozdelenie s n, m stupňami voľnosti

Nech X a Y sú nezávislé náhodné veličiny, pričom X má rozdelenie 
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Potom náhodná premenná T=
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   Nové pojmy a definície kapitoly 4. A

· hustota rozdelenia pravdepodobnosti
· kvantilová funkcia, kvantil, kritická hodnota
· rovnomerné rozdelenie
· normálne rozdelenie
· exponenciálne rozdelenie
[image: image63.wmf]   Cvičenia

Príklad 1
Náhodná premenná X je daná hustotou rozdelenia pravdepodobnosti
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a) vypočítajte konštantu a,
b) distribučnú funkciu F(x),
c) E(X), D(X),
d) 
[image: image65.wmf])
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Príklad 2
Nech náhodná premenná X má N(0 ; 1) rozdelenie. Vypočítajte pravdepodobnosti, že X je

a) väčšie ako 2,68,
b) menšie ako 1,73,
c) väčšie ako –0,76,
d) z intervalu ( 1,05; 1,65(,
e) z intervalu ( -1,05; 1,65(.
Príklad 3
Pri meraní vzdialeností v teréne sa vyskytuje systematická chyba medzi skutočnou a nameranou vzdialenosťou. Tieto chyby sa riadia normálnym rozdelením pravdepodobnosti so strednou hodnotou –20 a disperziou 1600m2. Vypočítajte pravdepodobnosť, že chyba merania bude v absolútnej hodnote menšia ako 60.

Príklad 4
Náhodná premenná je dĺžka dráhy v km, ktorú prejde auto do okamihu prvej poruchy. X má exponenciálne rozdelenie so strednou hodnotou 1500 km. Vypočítajte pravdepodobnosť, že

a) auto do prvej poruchy prejde aspoň 3000 km,
b) auto do prvej poruchy prejde menej km, ako je priemerná hodnota bezporuchových km.
Riešenia
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c) E(X) =
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Príklad 2
a) 0,00368

b) 0,958185

c) 0,776373

d) 0,097388

e) 0,803669

Príklad 3
0,818595

Príklad 4
a) (=1/1500, P(X(3000) = 0,864665

b) P(X(1500) = 0,367897
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		x		exp(x)

		0		5										50

		0.1		3.0326532986																				Zmenšite font písma na osiach, na osi x zdvojnásobte počet popisiek

		0.2		1.8393972059				l		5

		0.3		1.1156508007

		0.4		0.6766764162

		0.5		0.4104249931

		0.6		0.2489353418

		0.7		0.1509869171

		0.8		0.0915781944

		0.9		0.0555449827
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Exponenciálne rozdelenie.
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		-4		0.0001338302		0.0033031774												Zmeňte zaoblenie a tieňovanie pozadia

		-3.9		0.0001986555		0.0037988226

		-3.8		0.0002919469		0.0043746582

		-3.7		0.0004247803		0.0050443044

		-3.6		0.0006119019		0.0058237282

		-3.5		0.0008726827		0.0067316311

		-3.4		0.0012322192		0.0077898906

		-3.3		0.0017225689		0.0090240581

		-3.2		0.0023840882		0.0104639149

		-3.1		0.0032668191		0.0121440827

		-3		0.0044318484		0.0141046825

		-2.9		0.0059525324		0.0163920281

		-2.8		0.0079154516		0.0190593305

		-2.7		0.0104209348		0.0221673782

		-2.6		0.0135829692		0.025785141

		-2.5		0.0175283005		0.0299902256
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N(0,1)

7

Porovnanie normálneho rozdelenia  a Studentovho(t)-rozdelenia
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Chi-kvadrat

				n

				5

		0		0														Skúste tieto strašné farby vymeniť za iné

		0.3		0.018807303

		0.6		0.0457854347

		0.9		0.0723969147

		1.2		0.0959365267

		1.5		0.1153997421

		1.8		0.1305667323

		2.1		0.1416147687

		2.4		0.148919749

		2.7		0.1529455716

		3		0.1541803298

		3.3		0.1530995188

		3.6		0.1501455603

		3.9		0.1457174229

		4.2		0.1401665341

		4.5		0.1337965754

		4.8		0.1268656096

		5.1		0.1195895265

		5.4		0.1121461451

		5.7		0.1046795438

		6		0.0973043467

		6.3		0.0901097982

		6.6		0.0831635317

		6.9		0.0765149828

		7.2		0.0701984335

		7.5		0.0642356908

		7.8		0.0586384168

		8.1		0.0534101365

		8.4		0.0485479523

		8.7		0.0440439939

		9		0.0398866357

		9.3		0.0360615088

		9.6		0.0325523351

		9.9		0.0293416085

		10.2		0.0264111439

		10.5		0.0237425155

		10.8		0.0213174004

		11.1		0.0191178436

		11.4		0.0171264575

		11.7		0.0153265669

		12		0.01370231

		12.3		0.0122387035

		12.6		0.0109216786

		12.9		0.0097380941

		13.2		0.008675732

		13.5		0.0077232788

		13.8		0.0068702971

		14.1		0.0061071893

		14.4		0.0054251566

		14.7		0.0048161541

		15		0.0042728445

		15.3		0.0037885513

		15.6		0.0033572119

		15.9		0.0029733317

		16.2		0.0026319403

		16.5		0.0023285483

		16.8		0.0020591078

		17.1		0.0018199739

		17.4		0.0016078691

		17.7		0.0014198503

		18		0.0012532775

		18.3		0.0011057856

		18.6		0.0009752581

		18.9		0.0008598024

		19.2		0.0007577285

		19.5		0.0006675281

		19.8		0.0005878564

		20.1		0.0005175155

		20.4		0.0004554391

		20.7		0.0004006789

		21		0.0003523917

		21.3		0.0003098289

		21.6		0.000272326
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n=5

Rozdelenie chí-kvadrát
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Normalne

		x		f(x)

		-4		0.0000008972				m		1.1		11

		-3.9		0.0000014867				s		1		10

		-3.8		0.000002439																		Dodajte go grafu vodorovné mriežky

		-3.7		0.0000039613

		-3.6		0.0000063698

		-3.5		0.0000101409

		-3.4		0.0000159837

		-3.3		0.0000249425

		-3.2		0.0000385352

		-3.1		0.0000589431

		-3		0.0000892617

		-2.9		0.0001338302

		-2.8		0.0001986555

		-2.7		0.0002919469

		-2.6		0.0004247803

		-2.5		0.0006119019

		-2.4		0.0008726827

		-2.3		0.0012322192

		-2.2		0.0017225689

		-2.1		0.0023840882

		-2		0.0032668191

		-1.9		0.0044318484

		-1.8		0.0059525324

		-1.7		0.0079154516

		-1.6		0.0104209348

		-1.5		0.0135829692

		-1.4		0.0175283005

		-1.3		0.0223945303

		-1.2		0.0283270377

		-1.1		0.0354745928

		-1		0.043983596

		-0.9		0.0539909665

		-0.8		0.0656158148

		-0.7		0.0789501583

		-0.6		0.0940490774

		-0.5		0.1109208347

		-0.4		0.1295175957

		-0.3		0.1497274656

		-0.2		0.171368592

		-0.1		0.194186055

		0		0.217852177

		0.1		0.2419707245

		0.2		0.2660852499

		0.3		0.2896915528

		0.4		0.3122539334

		0.5		0.3332246029

		0.6		0.3520653268

		0.7		0.3682701403

		0.8		0.3813878155

		0.9		0.391042694

		1		0.3969525475

		1.1		0.3989422804

		1.2		0.3969525475

		1.3		0.391042694

		1.4		0.3813878155

		1.5		0.3682701403

		1.6		0.3520653268

		1.7		0.3332246029
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