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Kapitola 3. A

Diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti, ich charakteristiky, aplikácie, distribučná funkcia, binomické, Poissonovo, hypergeometrické rozdelenie

   Uvažujme opäť základný pravdepodobnostný priestor  
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. Výsledok nejakého pokusu (elementárna udalosť ei ) nemusí byť vždy číslo. Často sa však usilujeme výsledku pokusu priradiť číslo (dá sa priradiť číslo). Napríklad pri hádzaní kockou – počet padnutých bodov, pri narodení dieťaťa – rodné číslo, vo výrobnom procese – počet hodín fungovania stroja, počet roztrhnutí vlákien za jednu hodinu  atď. Takéto priradenie sa v pravdepodobnosti nazýva náhodná premenná. Náhodná premenná  nie je nič iné ako funkcia. V teórii pravdepodobnosti sa zvykne označovať písmenom X, Y, Z.

Definícia

Náhodná premenná je funkcia 
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 taká, že vzorom ľubovoľného intervalu je náhodná udalosť.

Podľa oboru hodnôt tejto funkcie (náhodnej premennej) rozoznávame dva typy náhodnej premennej.

Diskrétna náhodná premenná

· oborom hodnôt sú iba izolované body reálnej osi (čísla)

Spojitá náhodná premenná
· oborom hodnôt je interval

Diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti, ich charakteristiky

Diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti sú pravdepodobnostnými modelmi správania sa, modelmi experimentov a procesov a možno nimi popísať mnohé náhodné mechanizmy.  Ich počet sa dnes odhaduje asi na 1500. My spomenieme len tri z nich.

Pre diskrétnu náhodnú premennú platí: 
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. Navyše, keďže  pi sú pravdepodobnosti, musí platiť
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. Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti sa zvyčajne udáva tabuľkou.

Vzorový príklad 1
Hádžeme dvomi kockami, náhodná premenná je daná postupne predpisom a, b, c, určime rozdelenia pravdepodobnosti

a) X(a,b)=max(a,b),
b) X(a,b)=a+b,
c) X(a,b)=abs(a-b).
Riešenie

a) Ak  je  náhodná  premenná  definovaná týmto  predpisom,  potom  náhodná  premenná   X zobrazí ( do množiny {1, 2, 3, 4, 5, 6}, je zrejmé, že P(X=1)= p1=P((1, 1))=1/36, P(X=2)=p2= P((1, 2), (2, 1), (2, 2)) =3/36 a podobne možno dopočítať aj ostatné pravdepodobnosti a zoradiť ich do tabuľky rozdelenia pravdepodobnosti.

	xi
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	pi
	1/36
	3/36
	5/36
	7/36
	9/36
	11/36


b) Ak  je  náhodná  premenná  definovaná  týmto  predpisom,  potom  náhodná  premenná  X zobrazí ( do množiny { 2, 3, …, 12 }, je zrejmé, že P(X=2) = p = P((1, 1))=1/36, P(X=3)= p2=P((1, 2), (2, 1)) =2/36 a podobne možno dopočítať aj ostatné pravdepodobnosti a zoradiť ich do tabuľky rozdelenia pravdepodobnosti.

	xi
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	pi
	1/36
	2/36
	3/36
	4/36
	5/36
	6/36
	5/36
	4/36
	3/36
	2/36
	1/36


c) Ak  je  náhodná  premenná  definovaná  týmto  predpisom,  potom  náhodná  premenná  X zobrazí ( do množiny {0, 1, 2, 3, 4, 5}, je zrejmé, že P(X=0) = p1 = P((1, 1),(2, 2), (3, 3), (4, 4),  (5, 5), (6, 6)) =6/36, P(X=1) =p2 =P((1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (3, 4), (4, 3), (4, 5), (5, 4), (5, 6), (6, 5)) =10/36 a podobne možno dopočítať aj ostatné pravdepodobnosti a zoradiť ich do tabuľky rozdelenia pravdepodobnosti.

	xi
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	pi
	6/36
	10/36
	8/36
	6/36
	4/36
	2/36


Ak náhodná premenná má uvedené rozdelenie pravdepodobnosti, potom strednú (očakávanú) hodnotu náhodnej premennej X definujeme predpisom 
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Je to vlastne vážený priemer hodnôt náhodnej premennej X , kde každá hodnota je vážená pravdepodobnosťou nastatia. Stredná hodnota je charakteristikou  polohy.

Poznámka 1
Pri hazardných hrách stredná hodnota hry udáva výhodnosť hry pre hráča, hra je pre hráča výhodná, ak E(X)>0. Hra je nevýhodná, ak E(X)<0, inak hovoríme, že je čestná.

Vzorový príklad 2
Hádžeme kockou. Ak padne 2, 3, 5 hráč vyhráva toľko korún, koľko bodov padne. Ak padne 1, 4, 6 hráč prehráva toľko korún, koľko bodov padne. Zistite, či hra je pre hráča výhodná. Určíme tabuľku rozdelenia pravdepodobnosti a spočítame strednú hodnotu.

	xi
	-1
	2
	3
	-4
	5
	-6

	pi
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6


Riešenie

E(X)= -1*1/6 +2*1/6 +3*1/6 –4*1/6 +5*1/6 –6*1/6 =-1/6 Takto určená hra nie je pre hráča výhodná. Ďalšou charakteristikou náhodnej premennej je miera rozptylu– disperzia. Mieru variability alebo rozptylu definujeme nasledujúcim vzorcom
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Zvyčajne sa počíta zo vzorca E(X2)-E2(X). Pojmom smerodajná (štandardná) odchýlka ( rozumieme druhú odmocninu z disperzie.

Distribučná funkcia

Nech X je náhodná premenná. Distribučnou funkciou náhodnej premennej X nazveme funkciu definovanú vzťahom 
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. Ak je X diskrétna, potom F je „schodovitá“, definovaná ako 
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F má vždy nasledujúce vlastnosti 

· je neklesajúca

· zľava spojitá 

· 
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Poznámka 2
V praxi často pracujeme s tzv. empirickou distribučnou funkciou, ktorá je vlastne odhadom  distribučnej funkcie a určuje sa z nameraných údajov (pozri  kapitolu 5.A).

Vzorový príklad 3
Nakreslite distribučnú funkciu pre náhodnú premennú zo vzorového príkladu 1. 

Riešenie: Pozri obrázok 3.1 (výstup z Excelu).
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Obr. 3.1
V ďalšom uvedieme tri z najčastejšie používaných diskrétnych rozdelení.

Binomické rozdelenie Bi(n, p)
Pozri aj Bernoulliho schému, pri sérii n nezávislých pokusoch. Náhodná premenná X má binomické rozdelenie s parametrami n (počet nezávislých pokusov) a p (pravdepodobnosť nastatia udalosti A v jednom pokuse), ak nadobúda hodnoty k= 0, 1, ….., n (k-počet nastatí javu pri n – nezávislých opakovaniach pokusov) s pravdepodobnosťami 
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Pre jeho charakteristiky polohy a rozptylu  platí E(X)=n*p, D(X)=n*p*(1-p).
Vzorový príklad 4
V betonárni je 5 miešačiek, z ktorých každá ma koeficient využitia 0,8. Vypočítajte tieto pravdepodobnosti

a) v priebehu pracovnej doby budú pracovať práve dve miešačky,
b) v priebehu pracovnej doby budú pracovať aspoň dve miešačky.
Riešenie

a) P(A)=
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b) P(A)=
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Niekedy sa stane, že pravdepodobnosť  p v binomickom rozdelení je veľmi malá, pričom počet pokusov n je veľmi veľký. Potom binomické rozdelenie aproximujeme Poissonovým. Pozri aj vzorový príklad 5. 

Poissonovo rozdelenie

Opäť uvažujeme sériu nezávislých pokusov. Ak s rastúcim n klesá pravdepodobnosť nastatia javu A tak, že súčin n*p=( je konštantný, potom z binomického rozdelenia dostávame Poissonovo rozdelenie. Náhodná premenná sa riadi Poissonovým rozdelením  s parametrom (, ak nadobúda hodnoty k= 0, 1….. s pravdepodobnosťami
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Pre  charakteristiky Poissonovho rozdelenia platí E(X)=(,  D(X)=(. Diskrétne náhodné premenné s Poissonovým rozdelením sa vyskytujú v procesoch, ktoré zahrňujú málo pravdepodobné, zriedka sa vyskytujúce javy v časových intervaloch danej dĺžky, v priestoroch stáleho objemu a pod. Poissonovým rozdelením sa napríklad riadi:

· počet cudzích telies (bubliniek, kamienkov) v homogénnej látke (sklo, kov)

· počet volaní (kupujúcich) v telefónnej centrále (v obchode) za daný časový interval

· počet roztrhnutí vlákien za časový okamih

· doby  bezporuchovej činnosti jednotlivých prístrojov

· zriedka sa vyskytujúce javy v biológii (narodenie dvojčiat a pod.)

Vzorový príklad 5.

Rádiová aparatúra sa skladá z 2500 elektróniek. Pravdepodobnosť poruchy jednej elektrónky počas práce za rok je p=0,001 a nezávisí od poruchy ostatných elektróniek. Vypočítajte

a) pravdepodobnosť, že v priebehu roka budú mať poruchu práve tri elektrónky

b) pravdepodobnosť, že v priebehu roka budú mať poruchu aspoň tri elektrónky

Riešenie

a) Náhodná premenná má Poissonovo rozdelenie s parametrom (=n*p=2500*0,001=2,5. Potom P(A)  = p3 =
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b) Pravdepodobnosť poruchy aspoň troch elektróniek budeme počítať zo vzorca P(A)=1-P(Ac) =1- P(pokazia sa najviac dve elektrónky)=
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Hypergeometrické rozdelenie

Toto rozdelenie sa vyskytuje napríklad v štatistickej kontrole akosti. Ak z partie N výrobkov, medzi ktorými je M zlých vyberieme náhodne n kusov, potom pk udáva pravdepodobnosť, že medzi n vybranými je práve k zlých. Toto rozdelenie slúži aj ako pravdepodobnostný model niektorých hazardných hier.

Nech k, n, N a M sú prirodzené čísla, pre ktoré platí M ( N, 0( n ( N, n-k ( N-M. Náhodná premenná sa riadi hypergeometrickým rozdelením ak nadobúda celočíselné hodnoty k = 0, 1, ..., min(M, n) s pravdepodobnosťami
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Pre strednú hodnotu a disperziu tohto rozdelenia platí

E(X)=
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Vzorový príklad 6
V balení 12 vodovodných armatúr sú tri chybné. Náhodne vyberieme  tri z nich. Aká je pravdepodobnosť, že

a) všetky tri vybrané armatúry sú dobré,
b) práve dve armatúry sú chybné,
c) aspoň jedna armatúra je dobrá.
Riešenie

a) 
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b) 
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c) P(A)=1-P(Ac)=1-
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Hodnoty distribučných funkcií predošlých diskrétnych rozdelení sa dajú získať pomocou funkcií zabudovaných v Exceli, bližšie pozri kapitolu 3.B. Vzorové príklady riešené pomocou systému Excel sú tiež v príslušnej kapitole.
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  Nové pojmy a definície kapitoly 3. A

· diskrétna a spojitá náhodná premenná
· charakteristiky náhodných premenných
· distribučná funkcia 
· binomické rozdelenie
· Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti
· hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti
[image: image25.wmf]   Cvičenia

Príklad 1
Hádžeme trikrát hracou kockou. Nech náhodná premenná X znamená počet padnutých šestiek.

a) nájdite rozdelenie pravdepodobnosti náhodnej premennej,
b) zostrojte graf distribučnej funkcie,
c) vypočítajte strednú hodnotu a disperziu.
Príklad 2
Hádžeme dvoma kockami. Ak súčet padnutých bodov je párny, hráč vyhráva toľko korún, koľko bodov padlo. Ak súčet padnutých bodov je nepárny, hráč prehráva toľko korún, koľko je súčet padnutých bodov.

a) nájdite rozdelenie pravdepodobnosti náhodnej premennej,
b) zostrojte graf distribučnej funkcie,
c) vypočítajte strednú hodnotu a disperziu, zistite, či hra je pre hráča výhodná.
Príklad 3
Majme falošnú mincu, pri hádzaní ktorej je pravdepodobnosť padnutia hlavy p=2/3. Hoďme mincu trikrát. Vypočítajte pravdepodobnosť, že 

a) padne vždy hlava,
b) padne hlava práve dvakrát,
c) padne aspoň raz hlava.
Príklad 4
Predpokladajme, že 80 % žiaroviek má výbornú kvalitu. Koľko žiaroviek je treba kúpiť, aby pravdepodobnosť toho, že aspoň jedna má výbornú kvalitu, bola väčšia ako 0,999?

Príklad 5
Pracovníčka obsluhuje 800 vretien, na ktoré sa navíja priadza. Pravdepodobnosť roztrhnutia priadze na každom z vretien za čas t je p=0,005. Určite pravdepodobnosť toho, že

a) sa za čas t priadza roztrhne na menej ako desiatich vretenách,
b) sa za čas t priadza roztrhne práve na jednom vretene.
Príklad 6
Produkcia dielne predstavuje 5000 výrobkov, z ktorých priemerne 5 % je nepodarkov. Vykonal sa náhodný výber s rozsahom n=50 výrobkov. Určite tieto pravdepodobnosti

a) vo výbere budú tri nepodarky,
b) vo výbere bude najviac 5 nepodarkov.
Riešenia

Príklad 1
a)                           

	xi
	0
	1
	2
	3

	pi
	0,57877
	0,3472
	0,0694
	0,00463


c) 
[image: image26.wmf]x

=0,4998,  
[image: image27.wmf]2

s

= 0,41658

Príklad 2
	xi
	2
	-3
	4
	-5
	6
	-7
	8
	-9
	10
	-11
	12

	pi
	1/36
	2/36
	3/36
	4/36
	5/36
	6/36
	5/36
	4/36
	3/36
	2/36
	1/36


c) 
[image: image28.wmf]x

=0,  
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s

= 54,83 , hra nie je ani výhodná ani nevýhodná 

Príklad 3
a) p3 = 
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b) p2 =
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c) 1-p0 = 1-
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Príklad 4
P(X ( 1)= 1- P(X = 0) ( 0,999 (  1-
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Príklad 5
a) ( =n*p = 800*0,005 = 4; P( X < 10) = p0 + p1 + ... + p9 = 0,992

b) P( X= 1) = p1 = 0,073

Príklad 6
a)    
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b)       
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