Kapitola 12.A

Kapitola 12.A
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Testy dobrej zhody

    Mnohé metódy používané v predchádzajúcich kapitolách vychádzali z predpokladu, že pozorované (namerané) veličiny sú z určitého (vopred známeho) rozdelenia pravdepodobnosti. Zvyčajne je tvar rozdelenia náhodnej premennej určený na základe rozboru veľkého počtu dát. Pri malom počte nameraných údajov je však nádej na spoľahlivé určenie tvaru rozdelenia dosť malá. Na overenie zhody nameraných údajov s príslušným  teoretickým rozdelením sa používajú  testy dobrej zhody. Testy dobrej zhody umožňujú overiť, či namerané údaje sú výberom z nejakého rozdelenia.  Známy je predovšetkým (2 test a Kolmogorov -Smirnov test (pre výbery zo spojitého rozdelenia).

Multinomické rozdelenie

Predpokladajme, že v určitom pokuse môže nastať niektorý z javov A1,..., Ak, pričom tieto javy sú disjunktné a vždy musí nastať jeden z nich. Nech pravdepodobnosť nastania javu Ai je pi=P(Ai). Je zrejmé, že za týchto predpokladov p1+ p2+ ... + pk=1. Predpokladajme ďalej, že pokusy opakujeme n-krát nezávisle za sebou. Nech Xi je počet výskytov javu Ai v takejto sérií n pokusov. Potom platí:
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pre nezáporné celočíselné x1,...,xk, ktorých súčet je n. Toto rozdelenie pravdepodobnosti sa nazýva multinomické a pre jeho charakteristiky platí

E(Xi)=npi    Var(Xi)=npi(1-pi)   cov(Xi, Xj)=-npipj

(2 test dobrej zhody pri známych parametroch

Našou úlohou je overiť, či náhodný výber  X1,..., Xk je výberom z rozdelenia so známymi parametrami. Tento test popíšeme postupom:

1. Usporiadame merania do tried, zistíme početnosti pre každé Xi pravdepodobnosti p1,...,pk sú dané. Hodnoty Xi sú teda empirickými početnosťami a hodnoty npi pre i=1,..., k sú početnosťami teoretickými. Aby sme mohli použiť tento test je nutné, aby npi(5 pre každé i=1,..., k. 

2. Testujeme hypotézu o zhode rozdelenia na hladine významnosti (.Testovacia štatistika je v tvare:
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3. Hypotézu o zhode rozdelenia zamietame na hladine významnosti (, ak štatistika
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 rozdelenia.

Vzorový príklad 1
V roku 2000 sa na Slovensku narodilo X1 = 39045 chlapcov a X2=37132 dievčat. Overte na základe týchto údajov hypotézu, že sa rodí rovnaký počet chlapcov ako dievčat ( p1=p2=0,5). 

Riešenie
Teoretické početnosti vypočítame  zo vzťahov np1 = np2 = 76177*0,5 = 38088,5 , empirické početnosti sú známe, dosadíme do vzorca 
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Keďže 
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  zamietame hypotézu H0, že pravdepodobnosť narodenia chlapca je rovnaká ako pravdepodobnosť narodenia dievčaťa.

Vzorový príklad 2
Predpokladajme, že ročný objem výroby tehál v istom závode je 750 000. Aby sa znížila nepodarkovosť v roku 2000 sa zaviedla nová technológia. Zistilo sa, že medzi všetkými výrobkami je 8000 nepodarkov. Závod doteraz vykazoval 1 % nepodarkovosť. Overte hypotézu H0, že nepodarkovosť ostala na rovnakej úrovni.

Riešenie

Empirické početnosti sú známe X1=8 000 a  X2=742 000, pre teoretické početnosti platí np1=750 000* *0,01 = 7 500 a np2 = 750 000*0,99 = 742500 opäť teda dosadíme do vzorca
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 teda zamietame hypotézu H0. Zdá sa, že nepodarkovosť sa zvýšila.

Vzorový príklad 3
V závode sa v jednom týždni sledoval počet vyrobených nepodarkov s cieľom zistiť, či v každom dni je rovnaká nepodarkovosť výroby. Boli zistené tieto počty nepodarkov X1 = 300, X2 = 150, X3 = 135, X4 = 125, X5 = 220, čo sú vlastne empirické početnosti. 

Riešenie

Celkový počet nepodarkov je n=930 a platí p1 = p2 = . . .= p5 =1/5, npi =186. Opäť dosadíme do vzorca
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zamietame H0 o rovnakej nepodarkovosti v každom pracovnom dni.

Testovanie normality rozdelenia pomocou šikmosti a špicatosti

Šikmosť a3 a špicatosť a4 (pozri aj kapitolu 5.A) sa definuje pomocou vzorcov
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Ak sú čísla x1,...,xn symetricky rozložene okolo  
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, potom a3 = 0, pri a3<0  hovoríme o záporne zošikmených súboroch a pri a3>0 o kladne zošikmených súboroch. Charakteristika a4 prináša informáciu ako sa čísla x1,..., xn koncentrujú okolo  
[image: image19.wmf]x

, ak je a4 = 3 hovoríme o súboroch s normálnou špicatosťou, ak a4 >3 o špicatých súboroch a ak a4 < 3 o plochých súboroch.  Tieto charakteristiky použijeme pri teste o normalite rozdelenia. Ak výber má asymptoticky normálne rozdelenie, platí
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Asymptotická normalita sa dá použiť len pre výbery veľkých rozsahov a preto sú testy modifikované pre výbery menších rozsahov, testujeme štatistiky Z3, Z4  takto
· Veličina 
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 zamietame hypotézu o normalite výberu, postup možno použiť už pri výberoch rozsahu n >8,  
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· Veličina 
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 zamietame hypotézu o normalite výberu, túto testovaciu štatistiku možno použiť už pri výberoch rozsahu n ( 20,  
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· Hypotézu o normalite výberu zamietame na hladine významnosti ( ak 
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Vzorový príklad 4
Predchádzajúcim testom testujete hypotézu o normalite nameraných údajov, ktoré sú dané tabuľkou. 
Testujte na hladine významnosti (=0,05.

	-3
	-2
	-2
	-1
	-1
	-1
	-1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	2
	2
	3


Riešenie

Vypočítame všetky hodnoty štatistík potrebných k testu hypotézy: n = 20, a3 = 0, a4 = 2,65, U3 = 0; E(a4) =2,714; Var(a4) = 0,579; U4 = -0,08; b = 3,577; B = 1,737; W2 = 1,27; ( = 2,89 a = 2,721; A=18,327; Z3=2,891; Z4=-21,154. Keďže Z3 = 2,891 >1,96=
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5,991 zamietame hypotézu o normalite  nameraných údajov.
Kolmogorov Smirnov test 

Nech X1, ..., Xn je náhodný výber z nejakého rozdelenia so spojitou distribučnou funkciou, chceme testovať hypotézu H0, že táto distribučná funkcia je distribučnou funkciou určitého teoretického rozdelenia F. Nech Fn je empirická distribučná funkcia zodpovedajúca výberu X1,..., Xn (pozri aj kapitolu 5.A.). Položme 
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Je zrejmé, že veľké hodnoty Dn svedčia v neprospech hypotézy H0. Ak je počet meraní malý, použijeme tabuľku T.10. H0 zamietame ak Dn ( Dn((). Pre veľký počet meraní n sa hodnoty Dn(() vypočítajú zo vzťahu 
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Hypotéza H0 musí určovať distribučnú funkciu úplne jednoznačne vrátane parametrov rozdelenia. Ak chceme overovať hypotézu, že náhodný výber pochádza z rozdelenia s parametrami, ktoré sme odhadli z výberu, je treba  použiť kritické hodnoty Dn, ktoré boli určené v simulačných štúdiách. 

Vzorový príklad 5
Prvých 10 náhodných čísel z generátora náhodných čísel je postupne

	0,93
	0,35
	0,66
	0,93
	0,14
	0,23
	0,08
	0,23
	0,21
	0,59


Overte hypotézu, že výber je výberom z R(0, 1) rozdelenia (rovnomerného rozdelenia na intervale <0; 1>|.

Riešenie

Teoretická distribučná funkcia F tohto rozdelenia je v tvare
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Pre empirickú distribučnú funkciu Fn(x) platí
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Aby sme našli suprémum vypočítame postupne rozdiely:

· v bode 0,08 :     ( 0,08 - 0 (= 0,08 ,       ( 0,08 - 0,1 ( = 0,02

· v bode 0,14 :     ( 0,14 - 0,1 (= 0,04 ,    ( 0,14 - 0,2 ( = 0,06

· v bode 0,21 :     ( 0,21 - 0,2 (= 0,01 ,    ( 0,21 - 0,3 ( = 0,09

· v bode 0,23 :     ( 0,23 - 0,3 (= 0,07 ,    ( 0,23 - 0,5 ( = 0,27
· v bode 0,35 :     ( 0,35 - 0,5 (= 0,15 ,    ( 0,35 - 0,6 ( = 0,25

· v bode 0,59 :     ( 0,59 - 0,6 (= 0,01 ,    ( 0,59 - 0,7 ( = 0,11

· v bode 0,66 :     ( 0,66 - 0,7 (= 0,04 ,    ( 0,66 - 0,8 ( = 0,14

· v bode 0,93 :     ( 0,93 - 0,8 (= 0,13 ,    ( 0,93 -    1 ( = 0,07

D10 = 0,27 a D10(0,05 ) = 0,409 teda nezamietame H0.
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   Nové pojmy a definície kapitoly 12. A

· multinomické rozdelenie

· test dobrej zhody

· (2 test

· test normality rozdelenia pomocou šikmosti a špicatosti

· Kolmogorov Smirnov test

[image: image49.wmf]   Cvičenia

Príklad 1
Overte generátory náhodných čísel v Exceli. (pre rozdelenia R(0,1) a N(0,1)), (=0,05.
Príklad 2
Pri meraní koeficientu tepelnej vodivosti tehlovej steny sa namerali tieto hodnoty: 

	0,62
	0,64
	0,57
	0,61
	0,59
	0,57
	0,62
	0,59


Pomocou vylepšeného testu šikmosti overte hypotézu o normalite rozdelenia, (=0,05.

Príklad 3
Zisťovala sa hmotnosť pórobetónových tvárnic. Výsledky v kg boli nasledovné:

	5,83
	5,8
	5,85
	5,88
	5,84
	5,83
	5,98
	5,78
	5,82
	5,81
	5,86
	5,82
	5,9


Kolmogorov- Smirnovovým testom overte hypotézu o  normalite rozdelenia ((=0,05),

ak predpísaná hmotnosť tvárnic je 5,8 a povolená odchýlka od normy je 0,01.

Riešenia

Príklad 2
a3=0,0628, a4=1,352,  U3=0,104, U4=-1,39, b=3,135, B=1,156, a=5,473, A=31,772,W2=1,066, (=0,032, Z3=5,669, Z4=-1,798, u(0,975)=1,96, Z3( u(0,975) zamietam hypotézu o normalite rozdelenia, Z4( u(0,975) nezamietam hypotézu o normalite rozdelenia, 
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(0,05)  zamietam hypotézu o normalite rozdelenia.
Príklad 3
D13=0,7464, D13(0,05)=0,3614, D13( D13(0,05) zamietam nulovú hypotézu
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