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Kapitola 10. A

Jednofaktorová a dvojfaktorová analýza rozptylu
     V praxi často nastane situácia, že je treba porovnať stredné hodnoty viacerých výberov.  Pri dvoch výberoch možno použiť dvojvýberový alebo párový t-test (pozri kapitolu 13.A).  Analýza rozptylu slúži na porovnanie stredných hodnôt pri viacerých výberoch. Táto metóda vychádza z potrieb biologickej, technickej, medicínskej  a poľnohospodárskej praxe, ale úspešne sa používa i v iných oblastiach. Predpokladajme takúto situáciu:

Majme I navzájom nezávislých výberov, všetky nech sú normálne rozdelené a s rovnakou disperziou D(X). Nech dĺžka i - teho výberu je ni a nech n = n1+ +n2+…+nI . Našou úlohou je overiť hypotézu o rovnosti stredných hodnôt. Ak by sme testovali výbery po dvojiciach a každý test by mal tú istú hladinu významnosti (, potom by sme vykonali I*(I-1) testov, pričom by sa hladina významnosti ( zvýšila a test by sa znehodnotil. Preto bol navrhnutý iný postup. Začneme motivačným príkladom.

Jednofaktorová analýza rozptylu

Vzorový príklad 1
Pri štúdiu odrazových vlastností náterov (3 druhy) nanášaných na jeden typ plastickej hmoty sme namerali tieto údaje :

	druh náteru
	merania

	1
	1     1     1    1     2

	2
	2     2     2    2     3

	3
	4     4     4    4     4   5


Overte hypotézu o rovnosti stredných hodnôt na hladine významnosti (=0,05. 

Riešenie

Našou úlohou je testovať hypotézu, či rôzne druhy náterov majú rovnaké odrazové vlastnosti (nulová hypotéza) alebo na odrazové vlastnosti vplýva výber náterovej látky (alternatívna hypotéza). Testujeme na hladine významnosti (=0,05 hypotézu :

H0: (1 = (2 =…= (n

Označme Yij  j- te meranie v i - tom  výbere. Model sa zvyčajne prepíše do tvaru
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a hypotézu H0 možno prepísať do tvaru

H0:       
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Samotné merania, súčty v jednotlivých triedach a priemery pre jednotlivé triedy zapíšme do nasledujúcej tabuľky: 

	trieda
	meranie
	súčty
	priemer

	1
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Pred realizáciou samotného testu spočítame nasledujúce štatistiky: 
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čo sú vlastne odhady strednej hodnoty v jednotlivých triedach a odhad strednej hodnoty pre zlúčený výber (po predelení počtom meraní). Tieto odhady nám dajú prvotnú predstavu (informáciu), či sa líšia priemery v jednotlivých triedach a či by ich bolo možné nahradiť priemerom y... Ďalej spočítame nasledujúce súčty štvorcov:

celkový súčet štvorcov ST
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riadkový súčet štvorcov SA
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reziduálny súčet štvorcov Se
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Výsledky opäť zapíšeme do tabuľky:

	variabilita
	súčet štvorcov
	stupne voľnosti
	podiel
	F

	riadková
	SA
	I – 1
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	reziduálna
	Se
	n – I
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	celková
	ST
	n – 1
	
	


Ak vypočítaná štatistika F je väčšia ako príslušná kritická hodnota Fisherovo-Snedecorovho rozdelenia FI-1,n-I (tabuľka T.6) zamietame hypotézu o rovnosti stredných hodnôt.
	trieda
	merania
	súčty
	priemer

	1
	1  1  1  1  2
	6
	1,2

	2
	2  2  2  2  3
	11
	2,2

	3
	4  4  4  4  4  5
	25
	4,17

	celkový priemer                                                                                                       2,625


	variabilita
	súčet štvorcov
	stupne voľnosti
	podiel
	F

	riadková
	25,32
	2
	12,627
	67,63

	reziduálna
	2,43
	13
	0,187
	

	celková
	27,75
	15
	
	


Keďže F ( F2,13(0,05) = 3,81 zamietame nulovú hypotézu. Rôzne druhy náterov majú odlišné odrazové vlastnosti.

Je zrejmé, že ak zamietame nulovú hypotézu, zvyčajne si kladieme otázku, ktoré skupiny sa od seba odlišujú. Použiť možno niekoľko testov, my spomenieme aspoň jeden. Nech opäť 
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 sú odhady stredných hodnôt (aritmetické priemery) v jednotlivých triedach. Hypotézu o rovnosti stredných hodnôt i-tej a j-tej skupiny zamietame, ak platí:
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. Dôležitým predpokladom bol aj predpoklad, že výbery majú rovnakú disperziu. Na overenie hypotézy

H0 : 
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slúži tiež niekoľko rôznych testov. Najčastejšie sa používa Bartlettov test, ktorý vyžaduje aspoň 6 meraní v každej triede. H0 zamietame na hladine významnosti (, ak platí:
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 je kritická hodnota (2 rozdelenia a 
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. Nevýhodou tohto testu je, že je veľmi citlivý na porušenie predpokladu normality. 

Dvojfaktorová analýza rozptylu bez interakcií

Niekedy sa sledované náhodné veličiny rozpadajú do skupín, lebo ich triedime podľa dvoch kritérií (faktorov). Ak predpokladáme, že vplyv týchto faktorov sa prejavuje súčtom efektov na strednú hodnotu, dospejeme k modelu:
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kde (, (i, (j pre i=1, ..., I ,  j=1,.. , J, p=1, ...,nij sú neznáme parametre a (ijp sú nezávislé náhodné veličiny s rozdelením 
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, vzájomné interakcie ((()ij sú nulové a kvôli jednoduchosti predpokladajme, že nij=p.

Poznámka

Vzorové príklady a príklady v cvičeniach väčšinou nespĺňajú predpoklad rovnosti disperzií, napriek tomu ich použijeme na precvičenie si metodológie. V praxi odporúčame použiť niektorú z neparametrických metód (pozri kapitolu 11.A).

Vzorový príklad 
Sledovalo sa, či čas potrebný na vyriešenie určitej úlohy závisí od dennej doby a hlučnosti okolia. Dvanásť vybraných študentov s rovnakými študijnými výsledkami bolo rozdelených do troch skupín. Prvá skupina riešila úlohu ráno, druhá napoludnie a tretia večer. V každej skupine pracoval vždy jeden študent  v tichom prostredí, druhý počúval reprodukovanú hudbu, tretí rozhlasovú hru a štvrtý silný pouličný hluk. Počet minút potrebných na vyriešenie úlohy je daný tabuľkou. Je treba zistiť, či doba potrebná na vyriešenie úlohy závisí od dennej doby a hlučnosti okolia.

Riešenie

Pred testovaním hypotézy, že tieto faktory nemajú vplyv na dobu riešenia, treba zrátať štatistiky (nech n =IJP ) :
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Prehľadne sa výsledky zapisujú do tabuľky analýzy dvojného triedenia

	variabilita
	súčet štvorcov 

S
	počet stupňov voľnosti f
	podiel S/f
	F

	riadková
	SA
	FA
	SA/fA
	FA

	stĺpcová
	SB
	FB
	SB/fB
	FB

	reziduálna
	Se
	Fe
	Se/fe
	-

	celková
	ST
	FT
	-
	-


kde  
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Myšlienkový postup je nasledujúci, ak by nezáležalo na riadkovom triediacom znaku (doba riešenia úlohy), tak 
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[image: image48.wmf]ijp

j

ijp

Y

e

b

m

+

+

=


Ten je modelom jednoduchého triedenia, a tak hypotézu o tom, že riadkový faktor nemá vplyv na sledovanú veličinu zamietame na hladine významnosti (, ak
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Podobne sa postupuje, ak chceme overiť, či  záleží na stĺpcovom triediacom znaku (hlučnosť prostredia). Potom 
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Ten je opäť modelom jednoduchého triedenia, a tak hypotézu o tom, že stĺpcový faktor nemá vplyv na sledovanú veličinu zamietame na hladine významnosti (, ak
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Vráťme sa k príkladu 2. Výsledky  sú zapísané v tabuľke, zrátame všetky potrebné štatistiky, zapíšeme do tabuľky analýzy rozptylu a otestujeme.

	
	ticho
	hudba
	hra
	hluk

	ráno
	6
	7
	8
	6

	obed
	8
	5
	10
	5

	večer
	7
	6
	12
	7


	variabilita
	súčet štvorcov 

S
	počet stupňov voľnosti f
	podiel S/f
	F

	denná doba
	3,5
	2
	1,75
	1

	hlučnosť
	32,25
	3
	10,75
	6,143

	reziduálna
	10,5
	6
	1,75
	-

	celková
	46,25
	11
	-
	-


Pretože 
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 denná doba nemá vplyv na dobu riešenia úlohy. Na druhej strane 
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 zamietame na hladine významnosti (=0,05 hypotézu, že hlučnosť okolia neovplyvňuje dobu potrebnú na riešenie úlohy.
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   Nové pojmy a definície kapitoly 10. A

· jednofaktorová a dvojfaktorová analýza rozptylu

· celkový riadkový a reziduálny súčet štvorcov

· Fisherovo-Snedecorovho rozdelenie 
· Bartlettov test

· riadkový a stĺpcový faktor

· interakcia
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Príklady z cvičení rátajte za predpokladu rovností disperzíí (aj keď tento predpoklad nemusí byť splnený).
Príklad 1
Sledujeme priemernú spotrebu elektrickej energie v štyroch bratislavských obvodoch prepočítanú na osobu a deň, výsledky sú zaznamenané v tabuľke

	1. obv
	1,2
	1,2
	1,5
	1,2
	1,5
	1,7

	2. obv
	1,4
	1,5
	1,8
	1,6
	2,1
	2,5

	3. obv
	2,4
	1,8
	1,5
	1,7
	2
	1,4

	4. obv
	1,5
	1,4
	1,6
	1,9
	2
	


Na hladine významnosti (=0,05 testujte hypotézu o rovnosti spotreby pre jednotlivé obvody.
Príklad 2
V dielni sledujem výkonnosť strojov od troch rôznych výrobcov. Výsledky sú uvedené v tabuľke

	1. výrobca
	5,89
	5,98
	5,69
	5,74
	5,7
	

	2. výrobca
	5,81
	5,9
	5,63
	5,71 
	
	

	3. výrobca
	5,8
	5,99
	5,62
	6
	5,7
	5,71


Na hladine významnosti (=0,05 testujte hypotézu o rovnosti výkonnosti strojov rôznych výrobcov.

Príklad 3
Zisťovali sme, či trvanlivosť potravinárskeho výrobku závisí od druhu konzervačného činidla, výsledky sú uvedené v tabuľke

	konzervačné činidlo
	trvanlivosť v dňoch

	A
	12
	14
	10
	17
	21

	B
	8
	9
	7
	
	

	C
	10
	12
	11
	12
	

	D
	7
	7
	8
	9
	


Na hladine významnosti (=0,01 testujte hypotézu o závislosti trvanlivosti výrobku na druhu konzervačného činidla.

Príklad 4
6 druhov pšenice sa pestuje na štyroch typoch pôdy. V tabuľke je uvedená úroda pre každú kombináciu

	pšenica
	pôda

	
	I.
	II.
	III.
	IV.

	A
	30
	27
	19
	25

	B
	28
	27
	22
	24

	C
	32
	30
	23
	21

	D
	18
	19
	21
	21

	E
	25
	24
	22
	22

	F
	17
	17
	19
	20


Na hladine významnosti ( = 0,05 zistite, či:

a) rôzne druhy pšenice dávajú rôznu úrodu,
b) typy pôdy vplývajú na úrodu.
Riešenia

Príklad 1
F=3,127, F3,23(()=2,265,  F( F3,23((), spotreba elektrickej energie v jednotlivých obvodoch nie je rovnaká.
Príklad 2
F=3,885, F2,12(()=0,1169,  F( F2,12((), stroje od rôznych výrobcov majú nerovnaký výkon.
Príklad 3
F=6,874, F3,15(()=5,95,  F( F3,15((), trvanlivosť výrobku závisí od použitého konzervačného činidla.
Príklad 4
Ftyp pšenice=4,95, F5,23(()=2,901,  F( F5,23((), druh pšenice má vplyv na úrodu, Fdruh pôdy=2,158, F3,23(()=3,28,  F( F3,23((), typ pôdy nemá vplyv na úrodu pšenice.
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