4. PARCIALNE DIFERENCIALNE ROVNICE

V predchadzajucich éastiach sme rieg£ill niektore typy obyéajnych dife-
rencialnych rovnic, v Kktorych vystupovala neznama funkcia, alebo funkcie
jednej premenne]j 'spolu SO svéj imi derivaciami. V tejto c¢asti sa budeme
zaoberat riesenim typov parcidbrych diferencidirych aovnic. St to rovnice,
ktore -obsahujﬁ.'neznému_ funkciu viac premennych spolu s Jjej parclalnymi
derivaciami. Vseobecne moZno parcialnu diferenciilnu rovnicu napisat v tvare

F(t.,x,y,... .u,ut,ux,uy. 8 I ,u“,u“. c..) = O

- kde F je dana funkcia viac premennych , u Jje neznama funkcia premennych
t, X, ¥y, pripadne z a

ut--g%.uxmg—g,uy%,uttm-z—;%,
si parcidlne derivacie funkcie u . |
Rovnicu (1.1) wuvazujeme Vv oblasti D c R" : Hladéame funkciu
¢ = ul{t,x,yv,...), ktora identicky spfﬁa dani parcialnu diferencialnu rovni-

cu v oblasti D t.j.
F(t.x.y...,,u(t,x,y),utit;x.y),.,;) = O
pre vsetky (t,x,y) €« D

- Také funkcie nazyvame siedenim parcialnej diferencialne] rovnice. Zameriame

'sa len na rovnice druhého radu, ktoré modeluji &iroké spektrum roéznych
fyzikalnych javov.

4.1 MATEMATICKE MODELOVANIE NIEKTORYCH FYZIKALNYCH JAVOV

Ruvniea'prieénehc kmitania struny - hyperbolickd rovnica

Uvazujme napnutu 'strunu__ dizky a upevneni na svojich dvoch koncac_fi.
Nag&ou ulohou bude najst pohybovi rovnicu, ktoréd charakterizuje polohu u(x,t)
bodu X struny v d&ase @t po uréitom zac¢iatocénom impulze. Budeme
predpokladat, Zze _

~a) struna Je ohybna a pruzné,' t.jJ. nekladie debr ohybu a napétle v

strune teda pbsobi vzdy v smere dotyénice k existuyjucemu tvaru struny,
| b) struna sa nepredlZi na Ziadnom useku, t.j. podla Hookovho zakona Jje
napidtie v strune rovnaké, '
| c) priehyby struny sa malé v porovnani s jej dlZkou

d) struna kmita v jedne} rovine. ' l
| Uvaﬁujme'ﬁsek struny od bodu x po bod Xx + AX . Nech T Jje napitie v kon-
éovych bodoch useku [x,x + Ax] , ako to vidime na obr. 21. Sily pdsoblace na
element struny vo veftikalnom smere su '

' o Tsin g - T sin «
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Obr.21
Cast kmitajicej struny

Podla Newtonovho druhého pohybového zdkona je vyslednd sila rovnd hmotnosti
elementu nasobenel] zrychlenim. Tak dostavame

Tsin B - T 8in a = pAs u | (1.1)

kde p Je hustota a As Jje dlzka obluka struny. Podla predpokladu smernics
dotyénice je mala, teda ' | - '

As = AX
a pretoZe a} Uhly @« a B s4 malé, mdéZeme nahradit
sin a ~ tg «, sin 8 >~ tg 8
" Potom rovnica (1.1) prejde na tvar
' - = P_OX : '
tg B tg « T u _ _ _ (1..2).
Na_zéklade geometrickej interpretacie derivacie dostaneme vztahy

tg a = u&(x).'tg f = u}(x + AX)

Rovnica (1.2) sa potom dd napisat v tvare

i |
A [ux(x + AX) - ux(x)] = % u

odkial 1imltnym prechodom pre Ax = O dostanemé rovnicu

2 ‘ :
o, =y, - .3

kde c¢° = %— . Dostali sme tak ;edrwwzmﬁw thf_ novnicu alebo aovnicu
. E _E - E ) _ ' :

Ak na strunu pdsobi vonkaj}sia sila F na 'Jednotku dlzky, potom sa
~ homogénna rovnica (1.3) zmeni na nehomogénnu. ' ' ' |

2 F _
u, . _=cu“+f , T ==E | | (1.4)
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Podobnym spdsobom by sme dokazalil odvodit rovnicu puielneho £mitania
Mw. alebo dvojrozmen vinovid rounicu

R -
u, =c (um + uw) (1.6)

8 ak na membranu pd6sobi a} vonkajsia sila, fovnica ma tvar

u =c2(u. +u ) +f ' (1.6)
tt ® X Yy
Tak by sa dali postupne odvodit trojrozmerna vinova rovnicse alebo a]
viacrozmerna vlinova rovnica, ktoru by sme mohli v&eobecne napisat v tvare

2

e =€ Au (1.7)

kde A Je Laplaceov operator, ktory méze byt jedno-, dvoj-, troj- alebo
viacrozmerny. Dvojrozmerny a trojrozmerny Laplaceov operator maju tvar

2 2 2 '/ 2

Am.—a_-——-i-g_. &=L+L+L

ax° ay2 | x> 6y2 oz°

Vinovad rovnica je ddlezita, pretoze takyto typ rovnice sa vyskytuje v mnohych
fyzikalnych problémoch napr.: zvukove viny Vv priestore, elektrické vibracile
vo vodiéi, vlinenie v magnetohydrodynamike, pozdlzne kmitanie tyce atd.

Rovnice typu (1.8) nazyvame a) fwnperbolickymi aovivcams.

Rovnica nestaciondrneho vedenia tepla - parabolickd rovnica

Inym zakladnym typom parciédlnej diferencialne] rovnice, ktory sa tileZ
velmi ¢&asto vyskytuje v réznych fyzikalnych aplikacidch Jje aovnica wedenia
tepfa. UvazZulme oblast Q ¢ R3 ohranic¢eni plochou 82 . Nech u{x,y,z,t) Je
teplota v bode (x,y,z) a v ¢ase t . AK teplota nie Jje konStantna, teplo
prechadza z bodov s vyssSou teplotou do bedov s niZzsou teplotou. Podla

rychlost toku tepla v izotropickom telese Je |
‘ v = - K grad u | {1.8)

kde K je konstanta, ktoru nazyvame tepelnou vodivostou prostredia. Nech D
je Tubovolnd oblast ohranicena uzavretou plochou oD v oblasti Q. Potom
mnoZstvo tepla, ktoré opusta D za jednotku c¢asu, je
‘”' v dS
L 4

oD

kde v o= v.n Jje zlozka ryclosti v Vv smere vonkajse} normély n Kk ploche

B . Podla Gaussovej vety o vztahu objemoveho a povrchové_ho integralu ({101},
- {181) plati

;[‘[ v dS = jl[j div(- K grad u)dxdydz = - K J’I[J" Au dxdydz

Su¢éasne je mnozstvo tepla v D rovné

Ilj cpu dxdydz

kde p Je hustota materialu telesa a g je Jeho s&pecifickée teplo. Na
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zdklade zamenitelnosti poradia derivovania a integrovania je zmena mnozstva
tepla v D v ¢ase t rovna integrélu ' ' '

Iif op Eftdxdydz
Avéak zmena mnozstva tepla v D sa musi rovnaﬁ mnozstvu tepla ktoré cpuéﬁa
oblast D =za jednotku dasu, a tak mime

- Iljap.uk dxdydz = - K Ilf Au dxdydz
alebo - | | .
I!I [Pﬂu,'— KAu) dxdydz = 0 . - '._ '... .(1 9) 

pre kazda oblast D € Q . Predpokladdme, Ze uvedeny 1ntegrand je spojj_ty
_.Pr'etaz'e D je IubovolIna podoblasf oblastli Q, Jje aj 1ntegrand v 1ntegréle
(1.9) rovny nule Q , a tak dastaneme parci- élnu diferenciélnu rovnicu |

u, = c®u A € 1)
' kde c==(p“2 _ _ |
| Ak v telese pdsobia vnitorné zdrnje tepla teplotnej hustoty F(t,x y Z) '

| dostaneme nehomogénnu rovnicu
ut=czﬂu.+f’. . | o | S (1-11)

~kde 1 “55— - _ _ _ h
V pripade nekonstantne] tepelne,j vodivesti K = 'K(x-.y,z) mé rovnica

- vedenia tepla tvar
Y 7 div [K'(x.y.z)grad tﬂ_ +f, t >0, (X.y.”z) € Q 0 (1.12)

Rovnica (1.11) alebo (1. 12) S8 na.zyva aj fum.a&o&oéd. nourica a opisu,je nielen
vedenle tepla ale aj difdzny proces

Stacionarne vedenie tepla - eliptickﬁ rovnicab | _ S _
Ak nedochadza k 2zmene teploty v ¢ase, prebieha vT-telese proces
staciondrneho vedenia tepla. V tom pripade funkcia;teploty' u_ zavisi len od

priestorovych premennych X, y, z. Teda ' u, - O =a rﬂvnica staclOnérneho

vedenia tepla ma tvar
- div [K(x,y,z)grad ul = 1 , (x,y.Z)'e{Q ,,j '  | (1.18)
Revnlcu_(1.13); v ktorej' _ .
K{x;y,Z) 2 K’ > O 'pre_véetky_body'~(x,y;2) € Q0

nazyvame @0”“&0%&RJUﬁHH£ﬂﬂ. _
| Ak K(x,y.,z) = K > 0, dostaneme eliptlcku rovnicu |
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- —_—n

ktord nazyvame aj Poiooonovou roviicow. Ak f = 0 v Q, dostaneme ZTanlaceovu
LOVNACAL

ﬁg = 0 (1.186)
Véeobecnejsdi tvar ellpticke])] rovnilce Jje

- div [K(x,y,z)grad ul + q{x,y,z2)u = f, (x,y,z) € Q

Ak K(x,y.z) =1, q(x,y,zZ2) = -kz, k > O

dostaneme rovnicu

| -AUu - kzu = ' (1-16)
ktord sa nazyva &Zelmhollzova aovnica. Funkcla u  vyjadruje amplitiudu vlinove}j
funkcie w = u e , @ak pré.vé. strana vinovej rovnice (1.11) ma tvar

f{(t,x,y,z) = g(x,y.z)ewt,_w > 0,

Prieheh.napﬁtia elektrického pola

Doteraz uvedené parcialne diferencidlne rovnice vyjadruju rézne
fyzikdlne deje, ktoré navzajom vdbec nesuvisia. UkaZzeme si napr., Zze vlinova
rovnica vyjadruje suc¢asne c¢asovo-priestorovy priebeh elektrickeho napatia VO
vakuu. Maxwellove rovnice pre vakuum majua tvar

= - 1 9H
rot E = = |
div E = 0O
div H = O
rot H =*l

(1.17)

pri¢dom H Jje napitie magnetickeho noclfa a E Je napétie elektrického pola. -
Ak aplikujeme operator rotéacie na prvad rovnicu dostaneme:
| i 8 |
rpt rot E = - = 3y rot H (1.18)

PodYa znameho vztahu z vektorového podé¢tu dostaneme rovnost
rot rot E = grad(div E) - AE
7Z Maxwellovych rovnic (1.17) vidime, 2e div E = O , a teda

| rot rot E = - AE .
Ak tento vztah dosadime do (1.18) a pouzijeme posledni z rovnic (1.17), dos-

taneme rovnicu pre E

2
c” A E = Eu;

(‘30_ je vliastne vlnovd rovnica. Podobne by sme mohli ukazat, Ze a}) rovnica

étacionérneho a nestacionarneho vedenia tepla sG aj rovnicaml inych

fyzikalnych javov.
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4.2 METODA SEPARACIE PREMENNYCH

V tejto c¢asti sa budeme zaoberatf riefenim zaéiatoéno-—okré,jmrych aloh
(dale} aj ZOU) pre hyperbolické a parabolicke PDR a okrajovych uloh (OU) pre
eliptické PDR metédou separacie premennych. Tuto metédu si ukaZeme na najjed-
noduch&ich Glohach pre kmitanie struny, nestacionérne vedenie tepla v tyé¢i a
staclonarne vedenie tepla'v obdIZnikovej doske. ' |

Ofrajovou wlohou pre elipticka PDR rozumieme h]fadahie riesenia eliptilc-
kej rovnice na oblasti Q , ktoré splia dodato¢ne podmienky na Jejd hranici 2Q

Iieto podmienky sa nazyvaju okrajové MMM Okrajovych podmienok Je
viac typov. My sa zameriame na nasledujice okrajove podmienky (OP) pre
rovnice 2. radu. ‘ |

a) Birvichlelove OP: na hraniéi oblasti su predpisané hodnoty riesenia u;

b) Neumannowe OP: na hranicl oblastl s predpisane hodrioty pre

%’g‘" - derivéaciu v smere vonkaj&ej normaly k hranici 8Q; hranici oblastl,
c) Newtonowe OP: na hranici 0Q su predpisane hodnoty pre funkcle
%E + hu, kde h Jje kladna funkcia definované na odL ;' |

d) EZmiedané OP : na Jednotlivych <¢astiach hranice sd splnené
predchadzajluce OP |

Prisiusné okrajové ulohy nazyvame Dirichletove, Neumannove, Newtonove,
zmiesané. |

V pripade nestacionarnych rovnic - pérabolickych a hyperbolickych
predpisujeme popri okrajovych aj =zadialolné nodmienky. Pri pa'ra.boliékej
rovnici, ktora je 1. radu vzhladom na éasovu pr'emennu t predpisujeme
hodnotu riesenia v 2zadiatoénom okamihu t = O 8, pri hypebolicke}

0 |
predpisujeme hodnoty riesenia a prvej derivacie padla t v cCase to = (O

Ulahy tohto typu sa nazyvaju m&a&o&w-a&nwe tlofny.

Rovnica kmitania struny

Skumajme problém prieéneho kmitanlia struny dizky a , ktord je upevnena
na svojich koncoch x = 0 a X = a ., Struns ma zaciatoény tvar vyjadreny
funkciou f(x) a zad¢ina kmitat zad¢liatoénou rychlbsfou g{x) . Tato fyzikalnu
formuldciu prevedieme do matematickej rec¢i takto: '

Hlsdame riesgenie rovnice

u=ceu O« x <<a , t > O | - (2.1)
tt WK |

s OP (Difichletove oP)

u(0,t) =0 t >0 . (2.2)

ula,t) = O t > 0 | (2.3)
a so ZP |
u({x,0) = f{x) . 0 < x <a | '(2.4)'
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L%(X.O) = g{x) 0 < X £ a (2.86)

Rovnica (2.1) spolu s OP (2.2), (2.3) a ZP (2.4) a (2.58) tvoria i
zaclatoéno—okrajova ulohu pre rovnicu kmitania struny. Podstata metddy '

separacle premennych tkvie v tom, Ze riesenle rovnice (2.1) hladame v tvare
_ ui{x,t) = X{(x)T(t) (2.6)
Ak dosédime-(2.6) do rovnice (2.1); dostaneme
XT** = ¢°X*'T

a pretoZze hladame riesenie, pre ktoré XT # O , mame:

2= L (2.7)

X c T

Prétﬂze Tavd strana rovnice (2,7)'nezévisi od t a prava strana naiéviﬁi od
x , musi platit:

’y 3

P

#}ET_”:-=_A'
¢ T

a

kde A Je separadéna konétanta. Zaporné znamienko pred konstantou volime'z
-praktickych dévodov, ktoré vyplyni z dalsieho postupu. Dostavame dve rovnice:

X'* + AX = O (2.8)
T'' + Ac%T = 0 - ' (2.9)
Daléj pouzijeme Dirichletove OP (2.2), (2.3). Dostaneme vztahy:

u(0,t) = X(0)T(t) = O

u(a,t) = X(a)T(t) = O

Pretoze T(t) e O, mame okrajové podmienky pre funkciu X :

X(0) = O - (2.10)

X(a) = O - (2.11)

Ked chceme najst funkciu - X(x), musime vyriesit dfchu na vlaoing Mdﬁww__a"
viaoctné funkcie: |

X'* 4+ AX = O

X(0) = O S C(2.12)

_ X(1) = 0 ' o
Padrobnejéie sa ﬂiohou tohto typu budeme zaoberat v nasledujiucej éasti. Uloha
' ~tkvie v -.hIadan_i takych hodnét parametra A , pre ktorée existuje nenulove

riesenie okrajovej 1ulohy (2.12). Obyc¢ajnu diferencidalnu rovnicu v (2.12)

vieme rie&it. Rozlisujeme tri pripady: A < O , A =0 , A > O .
a) A < O . Vseobecné riesenie ma v tomto pripade tvar podla znamych

poznatkov z ¢astl 2.2 tvar
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X(x) = Ae “Ax Be -Ax

kde A , B su Tubovolné konstanty. Konstanty urc¢ime pomocou okrajovych pod-

mienok. Tak dostavame
A+B= 0,

Ty Vox (2.13)
Ae’ A4 Be “Aa o0 |

Pretoze determinant sustavy Je v pripade (2.13) rdzny od nuly, Jje A = 0 aj
B =0 a riegenim Glohy (2.12) Jje

X(x) =0

Potom u{x,t) = 0 a toto riegenie nam nevyhovuje, ' pretoze my sme hladalil

nenulove riesenie,
b) A =0. Vieobecné riegenie ma v tomto pripade tvar

X(x) = A + Bx

Pouzitim okrajovych podmienok dostaneme

A =20
A + Ba = 0
Teda A = B = 0 , a opit dostavame iba nulové rilesenie.
c) A > O . Viseobecné riesenie md v tomto pripade tvar

X({x) = A cos YAX + B sin VAx

Potom z podmienky X(0) = O dostavame, Ze A = O a z podmienky X(a) = O

dostaneme

B sin Via = 0

V pripade B = 0 by sme dostall znovu trivialne rieg&enie, a preto kladieme:

sin Via = O

¢o je splnené za predpokladu, ze
Vaa = nn pre n=1, 2, 3,

a

t.3.
| nr \}° -
A 1= A 0= [ __] n=1, 2, 3, ... - (2.14)
_ " 1
Cisla ).,n. n 1.2,... sa nazyvaju wvlaotné Hhodnoty a 1m zodpovedajuce
funkcie |
sin X =1, 2, 3,

vlaoctné funbkcie (0lohy (2.12)).
Riegenia ulohy (2.12) wmaju potom tvar

X (x) = aniniﬁgi (2.158)
T

Pre A = lﬁ vseobecné riesenie rovnice (2.9)“mé tvar

T (t) = C cos 2S¢ + D sin 2%t (2.186)
n n a n a
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kde Cn a Dn su Tubovolné konstanty. Potom funkcie

a(x,t) = X (X)T (t) = [a cos Xt + b sin ———“"Ct]sin nnx
n n n n a n 8. a

spifiaju rovnicu (2.1) a OP (2.2), (2.3), pricom sme 'paloiili a = B C a

n n

b = BD
n n

n

Pretoze rovnica (2.1) je lineérna a homogénna tak aj funkcila

o |

ui{x,t) nzl‘[ancos B—Eg-t + bnsin Egst]sin 413%?5 . (2.17)
Je riegenim tejtn rovnice 2za _predpc}kladu, Ze rad rcivnomerne kcmverguj_e_
'rovnako, ako aj rad, ktory vznikne dvojnasobnym derivovanim Jednotlivych jeho
&lenov podla t a X. Pretoze kazdy d¢len radu (2.17) spIna OP (2.2) a
(2.3), tak ich splfha aj funkcia u(x,t) . Ostali nam este zaciato¢ne podmien—
ky (2.3), (2.4), ktore musia byt splnené. Dosiahneme to vypo¢tom konstant a_

a b . Zderivujeme rovnost (2.17)

00 | |

B nne _ | nRc nsc nrx |

u, = nzl-—-——-—a [ ansin & t + bncos = t]sin - (?.13)

Z podmienok (2.4) , (2.6) dostaneme -
L | | 00

ui{x,0) = f(x) = z a sin 22X | (2.19)

. . nsi n ‘ a | | | . -

| o, rm.c L oonnx | -

u (x,0) = g(x) = an[ nre ] sin DEX - (2.20)

_ n=} | |
Na zadklade viet o konvergencii Fﬁurierﬂvjch sinusovych radov ([4], [6},0[10})

rady (2.198), (2.20) rovnomerne konverguju k funkcidm -~ f  resp. g na
1ntervale-<0,a>;'ak si funkcie f, g spojité diferencovatelné a splinaja OP
f(0) = f(a) = g{0) = gla) = 0. Ak s11 uvedené funkcie Spﬂjita'diferencovatefné
a ne*spl"ﬁajﬁ uvedené OP, viedy rady kmwei*gujfx K I reép. g bodovo naﬂ
intervale (0,a). ' - - .
Koeficienty a a bn_ s potom dane integrélmi
a
a =-§-Iﬂ f{x) sin %—E dx

N |
| (2.21)

| g B nax
b, = fmc | 8X) sin 5= dx

Teda rieSenie 20U (2.1) - (2.8) je dané radom (2.17), kde Rﬂeficienty a a
bn s dané vztahml (2.21) . | - |

Rovnica vedania tepla

Uvazuj‘me homogénnu ty¢ dizky a . Predpokladéme.. ze ty¢ Je dostatodne
_tenké a tepld sa v danom ¢éasovom okamihu &iri rovnomerne cez Jje} prierez.
Predpokladéme;&ﬁlej; e tyé je tepelne izolovand od vonkajsieho prostredia,
Q0 s8 udrziava na nulove] teplate'aldruhy koniec x = a Je

il

‘JeJ koniec X
izolovany tak, Ze v hom neprebieha vymena tepla s okolim. Ak rozdelenie tep-
loty v tycli v éaSe t = 0 je dané funkciou f{(x), potom rozdelenle teploty v
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ty¢i v ¢ase t a bode x Je dané riesenim zac¢iatoéno-okrajovej ulohy

u.=ka , 0<¢(x<a, t >0, k>0

t XX

u(o,t) = 0 _ _
- (2.22)
ux(a,t) =0, tz20

u(x,O)'= f(x) , 0O £ x £ a

Tak ako pri rovnici kmitania struny, vyjadrime riefenie rovnice vedenia tepla

v tvare _ |
u{x,t) = X(x)T(t)

Podobnym postupom ako v predoglej ZOU dostaneme

XT® = RX''T
¢o prepiseme do tvaru | |
| XI * TI |
X T kT A

kde A >' 0 je kladnd konstanta. Teda X a T splInaju rovnice
X' + A X =0 - L (2.23)
T' + AKT = 0 _ - (2.24)

Z OP dostaneme |
u(o,t) = X(0)T(t) =0

ux(a.t) = X'{a)T(t) # 0

t.j. | |
X(0) =0 , X’(a) =0

pre TubovoInu funkciu T(t) . Tak funkcia X(x) Je riesenim tilohy na vlastné
hodnoty a vliastné funkcie | '

 X" + AX = O
X(d) =0 , X’'(a) = 0
Véeobecné riesenie rovnice (2;23) Je _
X{(x) = A cos VAx + B sin Vix
Z podmienky X(0O) = 0O méme A =0 . Z druhEJOP‘pdtom méme 
| X*(a) = BYA cos Via . o

PretoZze hladdme netrividlne riegenie, musi platit:

cos Via = O
odkial |
Vaa =%.+ nt , n=0, 1, 2, 3, ...
a

1  _ [ (2n + 1)x
n - 2a

sq viastné hodnoty a im zodpovedajuce vlastne funkcieumajﬁ tvar

2 y
] » N =0, 1, 2, 3, ...
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¥ (x) = B gin 20+ 1)nx
n n 28

Riesenie rovnice (2.3) potom dostavame v tvare

T(t) = Ce Akt

t.j.

| 2
n N

Teda netrivialne rie&enie rovnice vedenia tepla, ktoré splna OP, je

*((2n+1)ﬂ'!23)2kt |

<in (2n 4+ 1)xX

un(x,t) = Xn(x)Tn(t} = ane 55
n =1, 2, 3,

kde a = Bncn si TubovoIné konstanty. Formalne vytvorime rad

2
-({2n+1)7/2a) kt (2n + 1)nXx

0
u{x,t) = z ane

sin 55 (2.25)
n=1 |
ktorj splfna zac¢iatoénu podmienku ak
. ' & {2n + 1)nx
u({x,0) = f{x) = a sin
n 28
n=j

t.]J.

(Z2n + 1)nx

8 #-2 I: f(x) sin 5 (2.26}
Teda 'funkcionélny rad ((2.25) Jje za predpakladu, Z2e rovnomerne konverguje
spolu s radmi ktoré vzniknu derivovanim podla t a dvojnésobnym derivovanim
podla X, riesenim ZOU (2.22). Podobne, ako napr. v literatdre {[2], (3],
mozno dokazat, Ze postadujucou podmienkou na to je, aby funkcla zaéiatoénej
teploty f bola spojito diferencovatelna na intervale <0,a> a splfiala okra-
jové podmienky f(0) = f'(a) = 0. Poznamenavame, Z2e¢ formalne Jje rad riesenim
danej Ulohy aj za slab&ich predpckladov pre funkciu 1 . Vtedy hovorime aj o
tzv. zovdecbecnenom, alebo ofabom M&S@l’b{., ktore sa zavadza aj pri inych

zaéiatdéno—okrajovych, alebo okrajovych tlohéch.

‘Laplaceova rovnica

Uﬁazujme stacionérne,vedenie tepla v. tenkej obdlZnikove) doske, ktorej
dve boéné hrany si tepelne izolované od okolitého prostredia, jedna hrana je
udrziavand pri nulovej teplote a teplota poslednej hrany je predpi{sana
funkciou 'f(x). Pretoze ide o stacionéarne 'vedenie tepla, v rovnicl nebude

“vystupovat_éas. To znamena, ze Vv dvojrozmernej rovnici vedenia tepla
~ u = kK Au
uvazujeme u = 0, t.}J. teplota sa nemeni s casom. Mate_matické formulacia

~tejto okrajove] tlohy je nasledujulca:

136



Au=0,0<x<a, 0y <Db

ui{x,0) = f{x) , 0 = X <= a .

u{x,b) =0 , 0 s x < a . | (2.27}
ux(O,y) =0, 0y =<Db

u_ (a,y) =0 , 05y s b
Riesenie op#at hladéme v tvare ulx,y) = X(x)Y(y) . Po dosadeni do
Laplaceove} rovnice a separacil premennych, co jJe pre nas teraz uz 1lba rutin—

na zalezitost., dostavame rovnice pre X(x) a Y{y)
X' + A X = O

Y*'*' - AY = 0O
- PretoZze OP sU homogeéenne na okrajoch x =0 a X = a pre A 2 0 , dostaneme
netrivialne riegenie Glohy na vlastne hodnoty a vliastné funkcie:

X'* + AX =0 - - (2.28)
X'(0) = X*(a) = O . (2.29)
V&eobecné riesenie rovnice (2.23) je za predpokladu A > 0O v tvare
X(x) = A cos YAx + B sin ¥Ax

odkial

X*(x) = - AVA sin VAx + EVI cos VAx

Potom pouzitim okrajovych podmienok dostavame

O = X'(0) = BVYA » B = 0

0 = X'(a) = - AVA sin Via # V“'=42§ ; no= 1, 2, 3,

. . _
A.-[‘-‘i‘-] ,X(x)=Acasl"-’4‘—’-‘-;,n=1.2.3.
n a a

su odpovedajice vlastne hodnoty a vlastné funkcle. Na rozdiel od okrajovych
podmienok v predchadzajucich nlohdch je vlastnou hodnotau aj 10'- O, ktorej
zodpoveda konstantnd vlastna funkcila Xotx) o= Ao '

Riegenie druhej rovnice
2
Y"—[l‘l‘-]vuo,n-o. 1, 2,
o _
md pre n = 0 tvar
Y:;* =0
ktore} riesenie mdéZeme napisat v tvare

Yﬂ == Cﬂy + Do

Pre n = 1, 2, 3, ... riegenie ma tvar

Y (y) - Cne(nﬂla)y + D e—(nﬂ!a)y
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Formalne vytvorime rad

00
u(x,y) = ay +_ ba + Z(a

(Inft/a) ~{nJl/

en a)y be'n a)y)CGS nnx
n

n=}

n

kde a = AC a b = AnDn . Potom z okrajovych podmienok

n n n B 1§

u{x,0) = f{x) a u(x,b) = 0 pre O £ X 5 8

mame :
& | Nx
f{x) = u(x,0) = bﬂ + Z(an + bn)cos —
n=1
o _
& (n7l/a)b -(nft/a)b nrx
0 = u(x,b) =ab+ b + Z(ae“ TP b e ™' P)eos —2
0 0 A n n a

odkial dostavame Fourierove koeficienty funkcie £

1 ¢ N _ 2 ¢ nnx -
bo = 5 fof{x) dx; a_ + bn = = qu(X) cos — dx, n 1.2,...

resp. fTunkcie O
ab+b =0 alebo a_ = - 0
0 0 ' 0 b

ne(nﬂ/a)b + bne-(nﬂ/a)b

8, =0;n==1,2,l

Ak polozZzime

™ &
B =-2-J f{x) coﬁmdx;nwo, 1, 2,..,
n a 0 a

tak
B B E(Znﬂfa)b
a = . L . b = - ..__P_...._.._._........._....._....._' n = 1, 2'
1
b, = 5 B,
a riesenie OU mbéZzeme napisat v tvare
B - o0 (nft/a)y (nft/a)(2b-y)
= 2Py & ~-e nax
uix,y) 2 b ¥ nZ1B“ | ~ gl2nft/a)b €o% —a

odkial po jednoduchych upravach vyjadrime rilesenie pomocou funkcie sinh Vv

tvare
nm
BO b - y 0 sinh ~a (b y) TUIX
U(X,Y} = -E— 5 + Bn —-——*-—““rﬁ——‘—-—“ COS8 T
n=1 sinh —. |

Takto sme f)omocou separacie premennych formalnym 'spi’:‘isobom vyriesili
hyper‘bolickﬁ a parabolicku ZOU, ako aj el ipticka OU." Formalnym spbscbom
preto, 2é zatial sme predpokladali iba to, aby Vytvorenj.rad rovnomerne kon-
vergoval a mal tolko a takych derivacii, kolko sl vyzaduje problém, ktory_'
riesime. V zmysle klasickel definicie riesgenia 'parfciélnej diferencialne}
rovnice by sme mali dokazat, Ze riesenia vdetkych troch uloh existujui a su
jediné. Tieto ddékazy, rovnako ako aj otdazky konvergencie predchadzajucich
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radov, presahuju ramec tohto skripta a moZno ich najst v l1iterature {1}, [2],
(31, (131, {19].

CVICENIA 4.2

V Gilohdch 1 - 9 rieste Z0U

i. u = c%u L, 0 < x <, t >0
tt X X

u{o,t) = u{n,t) = 0 , t 2 O
u{x,0) = 3 sinx , 0 s X s =«
I%IX,O) =0 , 0 £ X < n
2.4 =ctu ,0<(x<1,t>0O0
tt X X
u(0,t) = u(1,t) =0, t 2 0O
u{x,0) =0, 0 £ x £ 1

xkﬁx,O) = x sinx , 0 £ x <1

3. u = c2u L0 <Cx <, t >0
tt XX

u{o,t) = Uﬁ(ﬂ,t) = O , t 20
u(x,0) = x + sinx , 0 s X s 7
ut(x,;())t0,0Sxﬁn'

4. ut==-41%‘ L, 0K x <1, t >0

X

u(o,t) = u(i,t) =0 , t 2 O
ui{x,0) = x“(1 - x) , 0<xs1

5. u = u ,, 0 < x <2 ,t >0

t %X

u(0,t) = u(2,t) =0, t 20

u{x,0) = x , 0 s x £ 2
6. u = ku 0<x<a,t>0

| X
u(0,t) =0 , u(a,t) =0, t 20

TX

u(x,0) = sin z= , 0 = X < a

7. Homogénna struna upevnend na koncoch x = 0 , X = a ma v ¢ase t = O

4 3 |
16, | X _ X X
utx,0) 75'“[[&] z[a]+[a]]
kde h > 0 je dostato¢ne malé ¢islo, zacne kmitat bez zac¢latolne] rychlosti.
Riedte Glohu o kmitani struny t.J. rieste Z0U

tvar

= cu L, 0 ¢Cx <Ca , t >0

u
tt b §
u(o,t) =u(a,t) =0 , t 2 0O

]] , 0 £ X 5 a

16 x 1* _ x }°
U(X,O)“—“S*h[[g] 2[;] +[

1&(x¢0) = Q0 , 0 £ X £ 8

0 |
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8. Homogénng struna upévnené na koncoch x =0 , X a ma v Case t - 0,

tvar paraboly symetricke] vzhladom na priamku x = %— a zadcne kmitaﬁ bez
zadiatoénel rychlosti. Rieste ulohu o kmitani struny t.j. rieste ZOU .

u =cu ,0<(x<a,t>O0
tt K t

u(o,t) = u(a,t) =0 , t .2 0

- 4hx(a - X)

= L, 0 x < a

u{x,0) =

a.
t&(x,O) =0, 0 £ X £ a

9. Metddou separécie_premennych_rieéte ZOU pre telegrafnu rovhicu
u +'au-+bu=-?'-czu ,0<x<1,t'>0
tt t . XX
" u(0,t) = u(l,t) =0 , t 20

u(x;O) ='f(x)., O £ x £ 1

- ut'(x,O) =0, 0xx=x1

10. Danid je tenkéd homogénna tyc dlzky  a _12010vané od vonkajsieho prostredila

so zat¢latoénou teplotou
£ (x) . cx{a - x)
; o2

. Konce tyéde su udrziavane pri nulove} _teplo_te. Riééte ﬁlomi o vedeni tepla Vv

tyci: -
u =ku ,0<x<a,t>O0
t XX

w(0.t) =0 , u(a,t) =0 , t 20

ex{a - X)

2
8.

u({x,0) = -, 0 £ x £ a

Metédouseparéeiepremennych riedte cokrajoveé ulohy:
1. Au=0 ,0<x<m ,0<y<n
; ﬁ(0,y} = u(x,y) = 0 , 0 <y« ﬁ
u(x,ﬂ) = 0 . U(x.O) = ﬁinﬁx , 0 ¢ x < ﬁ'
12. Au =0, 0 (X <™= ,.0 {y (=
u;(O.y)- uktn,y) =0 , 00X yj< n |

u(ﬁ,n)i= 0, u(x,0) = x2 L, 0 < x <1
VYSLEDKY CVICENT 4.2

1. u{x,t) = 3 cos ct sin X

o . m ) 1 o ) . | -
'.'z_'u(*x‘t)-- z [_L._l.)____z_f_j.;___“_- +W] sin nﬂct sin nNnx
' | .n.t]_ c nzﬂz - 1 | c{in'n - 1)
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| 00 n+1 A 2
_ 8(—1) 1 2 B 2
3. ulx,t) = nzﬂ[ (2n - 1)(2n +3) * n[[Zn + 3] [211 ~ 1] ]x
X COS %t é.’m Zn ; 1x
| (S 4 n+1 —anne
4. u(x,t) = z — [2¢-1)™" - tle sin nnx
n=1 N N | |
Q0 2 2
4 —((2n+1)7L/74) ¢ 2n + 1
5. ux,t) = 5 -1" [ s | o sin 20 ¥ Ly
nZo 2n +_1)u 4

o) > |

6. u({x,t) = 'B_Z (_1)n+1 n e-—;(nﬂ/a) kt Sin nnx

n a
n=0 4n- ~- 1

00

7. u(x,t) = 153§ahz 1 ~ cos (2n +a1)fnct sin (2n +a1)1tx
| 5% n=0 (2n + 1)
w0 iy
8. u(x.t) = 322 i . cos (2n +al)nct sin {(2n +al)nx . kde
K n=m0o (2N + 1) | |
h = u(%,O)
| S nnx ' | 2p
9. ui{x,t) = aT (t) sin -5 kde a = TJ f(x) sin ZX4x
nel nD n n 0 1

a ak oznad¢ime

2 2 2.41/2
a=%[az-4[b+nﬂc]]

¢ /d
2 2 2 1/2
8 =%[4[b + nnc]__ az]
2
tak |
mat/z [cosh at + -z-gsinh a:t] pre a° > O
T (t) = e"“"z[l + _a_,_%] - pre a¢° = 0
-"uz[cps Bt + -z—g'sin Bt] pre §° > O
8¢ i ((2n+1)7/2) “kt (2n + 1)nx
10. U(X,t) = —% z e en a sin -—-—-—-—-—;-—-—-—-

- n=0 (2N + 1)3_

o
11. ulx,y) = - %z zsinh (2n - 1)(n - y)
net (4n°" - 1)(2n — 3) sinh (2n - 1)xn

 51n (2n - 1)x

. o - |
12. u(x,y) = 1 (st — y) + 42 {~1) sinh nin - y) cos nx

3 nmey nzsinh nit
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4.3 STURMOVA—=LIQUVILLEOVA ULOHA A BESSELOVE FUNKCIE

V predchadzajicej ¢asti sme hladali riesenia ZOU s OU metédou separécie
premennych. V kazdej 1Ulohe sme hladali nenulové riesenie obyc¢ajne}
diferencialne} rovnice | X'+ AX = 0O spInajuce nilektoré =z okrajovych
podmienok X(0) = X(a) O, X(0) = X'(a) = 0, X'(0) = = X’(1) = O. Vliastnosti
rieseni uvedenych uloh si zachovavaju aj riegenia nasledujuce] vseobecnejsde]

alohy

d dX
'd"i[ p(x)a-sc- ] + [}p(x) q{x}1X =0 , 0 ( x < & (3.1)
aX{(0) + BX'(0) = O

yX{(a) + 8X'(a) = O (3.2)

pridom predpokladame, 2e pi{x) > O , p{x) > 0 na <0,a>. Funkcia p Je
spojito diferencovatelnd a p, g st spojité. Konstanty «, B ( y , 8) nie
s obe rovne nule. '

Hodnoty parametra A , pre ktoré maé uloha (3.1), (3.2) netrividlne
riesenie, sa nazyvaju vlaoiné hodnoly a im zodpovedajice riesenia su UW
funkécie. Uloha hladania vlastnych' hodndt a vlastnych funkecii sa nazyva
Sturmova—Liouvilleova uloha.

Ak A = qg{x) = 0, potom rovnica (3.1) vyjadruje vedenie tepla Vv
nehomogénnej ty¢i s funkciou tepelnej vodivosti p(x)

Pri riegeni ZOU kmitania struny sme riesgili Glohu

X' + AX =0, 0 X < a
- X(0) = 0
X{a) = O

' nre )2
- (%)
n a

a im zodpovedajluce vlastne funkcile

Jej vlastne hodnoty su

X {(x) = sin e n =1, 2, 3,
n a ,

_Eahko sa mozno presveddéit,ze vliastneé funkcie singgﬁ spInaja rovnost

O ak m# n

n
nRx mrx
I' gin —= sin —m dx = {
o a a,

% ak m = n
Hovorime, 2e funkcie {sin E‘%".} su ologondfne na intervale (0,a).
Pripomenhme si, 2Ze Fourlerov rad kaﬁdej 1ntegrovatel’nej funkcie f:€0.a>—R
podla systému {sin Egﬁ} ma tvar | | '
& X p nax
ZG sin 222 ¢ = ff(x) sin — dx, n = 1,2,...
N n a n o a |

'Uvedeny rad kanvergujé v strede na <€0,a> kK funkcii_f ., £.3.
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lim [ (£(x) = s (x)1%dx = 0 , s (x) = ickgm knx

n -0 O Kwy a |
Ak funkcia f je na intervale <0.a)> spclite diferencovatelnd a splfia

okrajové podmienky f(0) = f(a) = 0 , vtedy dany Fourlerov rad k nej konver-

guje rovnomerne na <0,a>.
Tieto vlastnosti moOZeme Izovéeobecniﬁ a) na vlastné hodnoty a vlastné

funkcie Sturmovej-Liovilleovej ulohy (3.1), (3.2).
Najprv rozsirime vyssie uvedeny pojem drtﬂgonality na ortogonalitu

vzhladom na funkciu p

Definicia 4.1
Postupnost integrovatelnych funket i Xn:<0,a.)-->R sa nazyva oulogondina

O v&ﬁﬂu p, ak
= O, pre K # n

a
J'p(x)xk(x)x (x)dx *<
0 " > O, pre k = n

Hodnotu
-

o172
Hx;“ = [ ip(x)xz(x)dxf]

nazyvame normou funkcie X (s vahou p(x)). |
Ak f : <€0,8> » R Je integrovatelna funkcia, potom funkcionélny rad

quxu"‘" c = J'ptx)f(x)x (x)dx

) llx I
sa nazyva Fouuerowv ~rad funkcile £ podla ortogcnélneho systému {}{} s vahou
p. Hovorime, Ze Fourierov rad funkcie f 4Aonverguje v olrede K funkcii f

na intervale <0,8> & vahou p, ak

1im f'p(x)[f(x) -8 {x}] dx = 0

| n-—22%
- kde
sn(x) - i ck}(k(x}
k=i

je n-ty &iastoény sudet radu ) ¢ X (x)
kml

Nasledujuca veta zovieobectiuje uz spominané viastnosti vlastnych hodnét

a vliastnych funkcii z predchadzajucej castl.

Veta 4.1 |
a) Existuje postupnost vlastnych hodndt {1 } alohy (3.1), (3.2), pre

ktoré plati

min 34X S A CA, ¢ CA G lim A= o
xX n

. n
H:E[ﬂ ll] n -+

h) Zodpovedajuca postupnost vlastnych funkecil {Xn} tvor{ ortogonalny

systém na intervale <0,a> s vahou p
¢) Fourierov rad kazde) funkcle T podla.ortogonélneho sygtému {X } s
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véhou p konverguje v strede k f na <0,a> s vahou p.

d) Ak funkcia f Jje spojito diferencovatelnad a splna okrajove podmlénky
(3.2), potom uvedeny rad absolutne a rovnomerne konverguje na lintervale

£0,a)>.

Vetu nebudeme dokazovat, jej dékaz vyzadule hlbZle matematické znalosti.
D6kaz mozno najst napr v knihach (1], {19].

Priklad 4.1 | |

Néjdite rozdelenlie teploty v tycl dlzky a, Ktorej povrch Jje tepelne
izolovany od okolitého prostredia, koniec x = O sa udrziava pri nulove]
teplote a druhy koniec X = a vyZaruyje teplo volne do ckoliteho prostredila s
nulovou teplotou. Zaclatoéne rozdelenie teploty v tyél je dané funkciou f(x).

Rie&enie. Rozdelenle teploty u je riedenim Z0OU

u = K u , O ¢ x < a .t > 0
t ®X .

u(x,0) = f(x) , 0 S X< a

u(0,t) =0 , t > O

hu(a,t) + u*(a.t} = (0O , t > 0, h> 0O

Riesenie u(x,t) vyjadrime najprv v tvare
u(x,t) = X(x)T(t)
Obvyklym spbsobom dostaneme rovnlce .
| X' 4+ AX =0
j' + AKT = O
kde A > O Je separaéné kondtanta. Rovnica
X** 4+ AX = O

s podmienkami
' 'X(0) = 0 , hX(a) + X’(a) = 0O

je Sturmovym-Liouvilleovym systémom, ktory mé podla vety' 4.1 spoditatelne

mnoho vlastnych hodnot J\.n 2 _1m zodpovedsajice vlastne funkcie Xn(x)

RieSenim tejto Glohy s podmlienkou
| X{(0) = 0O

Je funkcia |
X(x) = B sin VAx

kde B je konstanta. Ak dosadime toto riesdenie do druhej podmienky, doste-

neme rovnost

h sin YVia + VA cos Via = O ak B # 0

ktoru mdzeme prepisat do tvaru
tg VAa = - VA/h

Ak zavedieme substituciu n = VAa dostaneme rovnicu
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tgn =-an ,

kde o = H'é.' . Tato rovnica méa postupnost korenov {nn}. ktorée s x~ové

siradnice prieseénikov grafov funkecii tg n , ~an . Kazdému - ‘korenu "n
zodpovedad viastnad hodnota

n =1, 2, 3,

Teda existul}e spod¢itatelne mnoho vlastnych hodndt
11 < 7&.2*( ?‘.3(
pric¢om
lim A = o
4]

n =00

Zodpoveda juce vlastné funkcle su
X (x) =B sin VA x
| . n n n
Riledenie druhel} rovnice dostaneme v tvare

T (t) - C e‘}‘nkt
N I"i.

Koneéné riesenie budeme hladat v tvare

0
ui{x,t) = Z a e'?"n“sin VA x

_ N n n . . .
Podla vety 4.1 vlastné funkcie  sin V?Lnx' tvoria ortogondlny systém na
intervale <0,a) (s vahou p = 1). Koeficienty al;l' uré¢ime zo za¢iatoénej

podmienky
u{x,0) = f(x)

Ak predpokladame, Ze funkcia t Je 1ntegrovatelné na {O a>1 potom ju moZno
rozvinuf do radu podla vlastnych funkcii | |

Cf(x) = Zasln V'—x

odkial

§,F(x) sin VX x dx
B I e e—————————————
o IZsinlenx dx

Bessalova rovnicas a Besselove funkcie

Pri rieseni ZOU alebo OU s radiélnou alebo cyl 1ndrickou | symetriau
metddou separicie premennych sa ¢asto stretdvame s ulohau. ked’_treba riesit
Besselcovu rovnicu: ' ' '

xZy't + xy' + (X2 - vy =0, x>0 . (3.8)
- kde v Je'nezéperhé realne c¢islo. Ohranidené v okolil bodu O'riesenie'roﬁnice_

(3.3) mozZno najst v tvare zovieobecneného moc— ninového radu

00 , - L ' ”
yx) = Za x** | ' - (3.4)
=g |

Ak dosadime rad (3.4) do rovnice (3 3) a poravnéme koeficienty pri rovnakych-
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mocninach premenne] X , dostaneme systém rekurentnych vztahov, z ktorych

mame :
S=:l:v,a3k_1=0.k-=l.2.3.
Po zvoleni s = v dostavame
koY |
- (-1) 2 (v + 1) a : k ‘ 1' 2.

a
"2k S2Kpap(p 4+ k + 1)

(0,0) + R je gama {unkcia definovand parametrickym integralom ({11},

0

kde T

(101 )
o t i
[{x) = j‘ e t¢* dt
. _

Ak v Je prirodzené &islo potom plati:
Tn+1)=n! ,n=0, 1, 2, ...,

Obvykle sa voli

riegenie sa nazyva Seoccelova funkcia pwiého dwhu addue v o8

a8 zodpovedajuce
pricom na zdklade rekurentnych vztahov pre koeficlenty

oznaduje Jp(x) .

plati |
o | . ok
{(~1) X
J,x) RZI TITo F k+ D) [ 5 ]

‘Uvedieme (bez dbkazu) ktoreé

splnaju Besselove funkcie

niekolko Jednoduchﬁch reRUrentnfch"v2€ahov.

7 dalsich vliastnosti Besselovych funlicii uved_ieme' pre nas dblezita

viastnosf rozlozZenia ich korenov.

‘Kazda Besselova funkcila na nekoneéne mnoho nulovych bodov, ktoré su

jednoduche okrem bodu X = O , ktory mdze byt a} viacnésobnjm nulovym bodom.

Stu_rmoﬁu—Liovilleovu -iﬁlohu pre rovnicu

pPodobne, ako sme formulovalil
esselovu rovnicu S

(3.1), sformulujeme tuto ulohu aj pre (zovéegbbecnenﬁ) B

parametromn
| (3.5)

ktord mozno vyjadrit.a) v tvare
2 |

(xy"')' + AXY -~ %— y = 0, X > 0O
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Pozndmka 4.1

Tvrdenia vety 4.1 platia za urcitych predpokladov aj pre Sturmove-

Liouvilleove ulohy na neohranic¢enych Iintervaloch, alebo s funkciou p(x)

rovnou nule v jednom alebo v oboch krajn&ch_bodoch 1ntervaIU'<0,a>.'Okrajové

podmienky v takychto bodoch sa nahriadzaji podmienkami ohrani¢enosti v ich

okoll. |
Uvazujme Sturmovu-Liouvilleovu Glohu pre Besselovu rovnicu

2 | j . | |
(xy')’ + Ay ~:§5 y.= 0, 0<x<a - | (3.6)

s podmienkami

yv{x) Je ohraniéené pre X = Of {3.7)

y(a) = 0 (3.8)

Porovnanim rovnic (3.6),_(3.5) s pdHvodnou Besselovou rovnicou (3.1) vidinme,

Ze vlastné_funkcie tejto ﬁlohy-méjﬁ tvar
y(x) = Jv(VTx)

Podmienka (3.8) implikuje, Ze hladané riedenie mus{ vyhovovat rovnici

J (VXa) = 0

Ak u: sl korene rovnice

Jﬂ(u:) = 0 , NI = 1: 2! 3:'.-'- | (3-;9) -
potom | ' -

ﬂv > _ . o |

n a ) , R ,_ -

s\ vlastné h0dn0ty a |
| - | | Y - S | |
Sy =g [2x])  n=1, 238 ... S Gan

im zodpovedajice vlastné funkcie Glohy (3.6), (3.7), (3.8).
Nas’ledujﬁce tvrdenie Jje dbésledkom vlastnosti or_tc}go'n_’ality; a ﬁplnﬁsti 1

systému-vlastnYGh funkcii z vety 4.1.

Tvrdenie 4.2

Nech v 2 0 je Tubovolné. Ak ui , no= 1, 2. .}_; sﬁ riesenia rovnice

_ v
Ju(un) O
potom .
. 7 v |
a B i S
IXJv[E"x]Jv(?x]dx“o ‘pre m #n
o A -

t.J. funkeie {J (VA x)} su ortogonalne s vdhou x .

AK n = m, vtedy
| N o
n n

[ (22 =) |- Ixpu(a <))o - |
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2 2

a8 (gru)? = & V)12
5 [Jv(un)l 5 [Ju+1(un)]
' ‘Fourierov rad kazdej 1integrovatelne} funkcie f:¢0,ad>D—R podla

ortogondlneho systému {J,(V¥A x)} konverguje v strede s vahou x na intervale
(0,a) Kk funkecii f

CVICENIA 4.3

'V ulohach 1 - 4 najdite viastné hodnoty a vlastné funkcie nasledujtcich

Sturmovych-Liouvilleovych tiloh: .

1. X' 4+ AX = 0 , X(0) = X{(n) = O

2. X'"* +AX =0 , X(0) = X"(1) = O
3. X' +AX =0, X'(0) = X'(n) = O
4., X'* +AX =0, X(0) =0, X(1) + X'(1) = O ,

6. Najdite rozvo} funkcile 1 - x* na intervale O < x < 1 podla vlastnych
funkei { JD(Vlz) Sturmovej-Liouvilleovej tulohy -

(xy')' + 2 xu =0, 0 < x <1
u(i) = 0 , u Jje ohranidena

. VYSLEDKY CVICENT 4.3

1. ln-- n® ' Kn(x) = sin nXx pre n = 1, 2, .3.
- . B _ |
2. 2 = (5% . x 0 = st Bl -y, 2,8,
"~ 'n 2 n | 2 .
3. Ah = n° . Xhtx) = cos nx pre n=1, 2, 3,
4. Ah - u: . x“cx)-u sln'p;x prée n = 1, 2, 3. .« .o ; priéom " £Q1 riesenia

rovnice tg po= - B

'-0 0
Jz(Vlk)‘ JO(VAI; X)

5. 1 - x° = 4 iﬁ —
| | nwi 0O 2,174 O
_ Ay JTAD

Navod: pouzite vztah g—i[men(x}} = x"Jﬁ_l(x) a 1ntegré¢1u per partes.
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4.4 ULOHY NA KRUHU

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat riesenim loh s-Laplaceovym operatorom
na kruhu alebo jeho lasti. ' '

Laplaceov operator v kartezskych Suradniciach mé tvar

pA A
o '3,
—_— e———— + —————
A p 5

_ X oy
a ak zavedieme poléarne suradnice |

X = r cos ¢ , y=r sing

mb6Zeme ho vyjadrit v tvare

a2_
2

2
?____4-12__4-.'_!'.
2 r o 2

or | v r oJ¢p

A =

Riesme Dirichletovu okrajovi ulohu na kruhu s polomerom & :
‘au=o0,x+y <> . C(4.1)

wx.y) = f(x,y) . X2+ y> =a®  (4.2)

Po prenasobeni Laplaceovho operatora v p.olé.rnyi::h sﬁf&dnicié.ch funkciou r<,
mé OU (4.1), (4.2) tvar ' - ' -

2 - o | | |
rz-‘?-—%+r-g¥-+2-—g=0.0$r<a,0f-q)$2u - - (4.3)
ar  9e _ . T o
ula,e) = f{9) , 0 < P < 21 - f | _'(4;4)-
u(r,0) = u(r,2x) , 0 < rl< a-' _';'_-_ S _(4;5)

Podmienka (4.5) vyJjadruje spojitost riesenia, rovnako _predpokladéme aJ'
sﬁojitosﬁ funkcie T na Jeho. hranici. a teda1.aj' splnehie .vzﬂahu
£(0) = f(2n). . . '

- Hladajme riesenie rovnilce (4. 3) v tvare ul(r,p) = R(r}¢(p) Metéduu sepa-_
racie premennych dostaneme '

re %;L + r%;-ﬂ - gf—-= A
odkial _ .
r’R'* + rR* =~ AR =0 _  _.“- . (4.6) 
'’ + AP = O | _ | n  _-  {4.7)
®(0) = ¢(2u) ' o S (4.8)

Rie&me najprv ulohu (4.7), (4.8). Aby exlstovalo Jej nenulové riesenle, musi
byt A 2 0. Ak A = 0, riegenim potom je 1ubov01né konétanta | | |
¢B(¢) = AQ |
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Ak A > O, vseobecné riegenie rovnice (4.6) ma tvar
®(p) = A cos YVip + B sin Vigp
a 2z podmienky (4.8) dostavame

VA =n pre n=1, 2, 3,
@n(ﬁ) = Ahcos ne + Bﬁsinhv. n=1,6 2, 3, ...

Dosadenim hodnét A := ln = n°

do rovnice (4.6) dostaneme rovnice
r’R** + rR' = n°R = 0O S (4.9)
. N n 4 | - -

n =0, 1, 2, |
Dosadenim sa lahko presved¢ime, Ze v&eobecné riesenie rovnic (4.8) md tvar

R(r) =C+Dlnr ,r >0 o (4.10)
Rn(r} = Cr® + Drﬁn'.:r > 0, n = 1,+2;';..__ | | . (4.11)

(Rovnica (4.9) Jje .typ Eulerovej rovnice a substifﬁciou r = e Ju moZno-.'
transformovat na ODR 2. radu s-konétantnYmi koeficientmii (1101, (181).

' Aby riesenle pﬁvodnej Laplﬁceavéj rovnice bold ohraniéené v kruhu poloé-

"meru a, musi mat riesenie rovnice (4.8) vlastnu limitu pre' r » 0+ |, a teda
v (4.10) a (4.11) kladieme D = O, ' :

Potom riesenia rovnice_(4f3) dostavame v tvare

un(r.w) = Cr“(AhCQS nyp + anin ny) pre -n § 0, 1, 2,

| Riesenie okrajovej,ﬁlohy (4.3), (4.4), (4.5) vyjadrime v tvare_radu

| | o0 o, | : o |
- - ulr,e) = Zun(r,rp) = a + Zf“(aﬂco& ny + bnsin ne) | (4.12)

n=0 n=1

YA okrajavej_podmienky-(4.4) dostaneme vztahy

| 0
n : o
T (e) = u(a,e) = a + nzia (a.ncos ne f_bnsin ne)

-'odkiaf z tedrie Fourieravych'triganametrickych-radov |

| § #27 |
_ab_=_§E- ﬂ' f(ﬁ) do
. o2 | B - o 2n -
a8 = 1 I f{(plcos np dp , b = 1 I | f(¢)sin_n¢_dm

a'n ‘o " axn Yo

Rieéenie'danej uilohy ma potom tvar
. ' g 2%

u(r, o) =§E-f0 f(@)_d¢.+

= Z [E] 'fo f(cp)c:c:s nede cqs ne + Io f(fp)_sin nedy .sin #@
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Druha uloha, ktoéorou sa budene zaoberat, je Uloha o prie¢nom kmitani
tenkej kruhovej elastickej membrany s polomerom a, ked uvazujeme iba 0sOVO-
symetricky ohyb. Laplaceov operator nezavisi v tomto pripade od premenne]j o,
to zZnamena, Zze jeho tvar je

| 2
°__
ar°

Ak predpokladame, Ze membrana v case t =0 :mé'twar. ktory je dany funkciou

i o
= d e e
A r or

f{r) , zacne kmitat s nulovou zad¢iatoénou rychlosﬁbu a na okraji r = a Jje

pevna, potom ZOU pre ‘jej pohyb mOzZeme sformulovat takto:

2

u =cz(3u+}_6u

tt 2 r Jr
or

u(r,0) = f(r) , 0 r s a

] ., r<a, t >0

u, (r,0) =0, O Sr £ a (4.13)
u(a,t) =0 , t > 0

11m+u(r.t) { ®

r-0 |
- Posledna podmienka znamend, 2Ze vyzadu)eme, aby rilesenie bolo v bode r = 0
ohrani¢ené. Riegsenie opiat vyjadrime najprv v tvare ' a

u(r,t) = R{(r)T(t)
Po dosadeni do vlnovej rovnice dostaneme:

R'® + (1/r)R’

.T!l

_ = X = - A
R c” T |
a dale] :
rR’’ + R' + ArR = O - ' (4.14)
T+ ac’T =0 , (4.16)
Rovnica (4;14) m6ze byt vyjadrena v tvare
d dR S | -
a spolu s podmienkaml | | | : |
R(a) = O - o (4.17)
lim R(r) < ® - - (4.18)
r-0 - | | | |

dostaneme'Sturmovu~Liovilleovu ulohu pre Besselovu rovnicu nultého radu.

7 predchadzajucej castl vieme, ze jel rieéenim.Je_sttupnqsﬁ vlastnych hodnét

' TR | I -
A= Elq n=1,2,3, ... - (4.19)
n a - ,
~a vlastnych funkcii |
0 |
' " ' (4.20)
R (r) = Ja[af r] n o=t 2.8, ... - |

kde JG je Besselova funkcia radu 0 a

0 ' |
Jo(“n) = 0 , n 1, 2, 3, ...
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priébm

0 o 0
. O < B, < it < . <

Dosadenim A = 1n=do (4.165) dostaneme rovnice

T ' +AcT =0, >0, n=1,2, ... (4.21)

n n

Vieobecné riesenie rovnice (4.21) je potom vzhladom na (4.19)
0 0

TS “
T (t) = A cos —ct + B sin —ct
n n a n - a

a riegenie ZOU (4.13) m& tvar radu

o0
alr,t) = 3 R (0T () =
ne1 N 1]
o o o (4.22)
& 'q'n p'n p'n
= nZ1 Jo( —é—-r ](Ancos -a-:——-ct + anin -é—-ct)
za predpokladu, 2e rad konverguje. Derivovanim radu (4.22) podla t
dostaneme: | |
| ' | 0 0 ’ o . | 1) |
i @ N S SO T
ut(r,t) = Jo( a7 ](--An = sin -é—ct + Bn re COSs E—ct)

n=l

Z podmienky ui(r.O) = 0 vyplyva Bn== O . Riedenie ma potom tvar

N LR
u{r,t) = z An Jo[ Ll ]cos E_'Ct (4.23)

n=si

Koeficlienty Ah urédime zo zadlatodnel podmienky
| 0

. | fﬁ 2
. a(r,0) = £r) = ) A, Ja[ Py ]
odkial
a By a i
| Jn rf(r)JG[E-P )dr‘ 2jorf(r)J0[ 37 ]dr
A = ' - > = > = | (4.24)
n a u a® [J (p )]

n
[ or[a,(sx])] ar
0 -
Potdm riesenie Ulohy (4.13) je dané radom (4.23) s koefliclentmi (4.24).

Integraly vo formule pre koeficienty An moZno "vyjadr‘i_t analyticky len
pre niektoré specialne typy funkcili f , vo vseobecnosti treba pri vypocte
pozit niektoru numericki metddu. Hodnoty Besselovej funkcie J0 mozZno najst

v tabulkéch Besselovych funkcii.
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CVICENIA 4.4

1. Metddou separacie premennych najdite rieéeniel Z0U pre rovnicu kmitania
kruhovej membrany s polomerom R , ktora je upevnend na okraji , v case

t = 0 mad tvar rotaéného paraboloidu a zacne kmitat s nulovou zaé¢iatoénou
rychlostou. ' '

Matematicka formulacia ZOU je

i

u =Cz[u+iﬂ],p{R.t}o
tt 2 r dr
ar 0
u(r,0) = A[l - EFJ , O = r <R
| R2 !

u (r,0) =0 ,'0 < r <R

u(R,t) =0 , t 2 0O
1im u(r,t) < 0

r+0+

2. Metddou separacie premennych najdite riesenie ZOU pre rovnicu Kkmitania
KkKruhovej membrany s polomerom R , upevnene) na okraji a kmitajﬁcej V pros-
tredi, odpor ktorého Jje umerny JjejJ rychlosti. Zaéiatoény tvar membréﬁy Je
dany funkciou ¢(r) a zadéne kmitat s nulovou zadé¢liatodnou richlnsiou."

Matematickad formulacia ZOU Jje

2 . :
2{ & u 1ou | P R
utt+2hut.=c(;—5+}—é—;] , ' <R ..t > 0 (h je male éis_lo)_

u{c,t) je koneéna |, u(R.t) = ()
u(r,0) = @(r) , 0 <r <R
ut(r*,O) = 0 , O sr < R

3. Najdite rozdelenie teploty vo vnutri nekone¢ného kruhového valcs s polome-

| . | | o 2

rom R , ked zac¢liatoénd teplota valca Jje rovna u(r,0) = ua[ 1 - E’E ] a
- | | - | ' RS

boé¢na plocha valca sa udrziava pri nulovej teplote.

- Matematicka formulicia ZOU je

u{r,t) ohraniéena, u(R,t) = 0

rz

ui{r,0) = uo[ 1 - - ] , O s 1r SR
_ _ "R _
4. Nidjdite riesenie Laplaceovej rovnlce vnutri kruhového_vyseku O<sr< R ,
O < ¢ < a , ktoré splita OP '

u(r,0) = u(r,a) = 0 , u(R;ﬁ)'= A@ -

163



VYSLEDKY CVICENI 4.4

. 0 n R n | .
u(r,t) = 8A z 3 COS ﬁ—ct , kde n s korene rovnice
n¥r p- J () "
Jo(“n) = 0O
| . i ]
u(rt)=-—-—-z [cosu:t-!-—-—sinat L-—-L“‘Bt;:v(s)J[ 2 ]s
n & R
nmj n J (u'. )
| .' czuz 5| 1/2
kde u sU korene rovnice J(u) =0 a o = 2 - h _
n G n n RZ
~ o0 J !,u -l-:! (i c/R) ~
O n R n ;
u(r,t) = 8u Z - ~ @ ., kde n su Kkorene rovnice
| | nei p JI(“n)
Jo(“n) = (O .
nuyp |
u(r,e) = 28 i(-i)w1 [ B ]nﬁm fil‘“"“'g‘“‘“ Navod: zavedte polérne
' T Lo R n I ' P
suradnice.
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4.5 GLOHY NA OBDLZNIKU

Uz v predché.dzajﬁcej ¢asti 4.4 sme skumall eliptickd Glohu s dvoma
priestorovymi premennyml a hyperbalicku Glohu s dvoma priestorovymi a Jednou
¢asovou premennou. V pripadoch prvej ulc:hy sme nemali %2iadne ’Caikosti SO
separaciou dvoch premennych, potrebovali sme 1iba vyriesit trochu odlignu
ilohu na vliastné hodnoty a vlastne funkcie. V druhom pripade nam situéaciu
zjednodu%ila to, Zze sme sa obmedzili ibs na osovosymetricki tlohu, a tak sme
viastne zredukovali dve priestorové premenne na jednu - polomer kruhu. V
tejto éasti budeme riesit obdobu Sturmovej ~Liouvilleovejl ulohy na obdlzniku,
a nile na intervale ako doteraz. Ta4to uloha je dblezitd pri riegeni ZOU hyper4
bolickeho 8 parabolického typu s dvoma priestorovymi Ipremennymi a Jednou
dasovou premennou na obdlZnikovych oblastiach.

o Skﬁmajme teda ulohu na vlastné'hodnoty a vlastné funkcie pre Laplaceov
~operdtor na obdIzniku €0.,a> X <0,b>. ' I

Au + Au=0, 0 < x <a, 0y <b o _ -~ (6.1)
pri¢om A > O s podmlenkami:
u(0,y) =0 , 0O0sys=<D>Do - -
u(a,y}) =0 , 05y =<bD (6.2)
u(x,O} =0, 0sx=sa (5.3)
u{x,b) =0, 0= x <a

Rovnica (5.1) sa nazyva (homogénna) Helmholtzova rovnicsa. Ulohu (6.1)-(5.3)
budeme riesit metédou separécie premennych. Riegenie hfadame v tvare
Cuilx,y) = X(x)Y(y)

a po dosadeni do rovnice (5.1) dostaneme:

X'* __Y .-,
T = " A n

kde p > O . Teda musime vyriesit Sthrmovu—Liovilleovu lohu
X' + uX = 0
5 podmienkaml

X(0) = 0 , X{(a) = 0O
Jej riegenim je mnozina viastnych hodndt

ﬂkﬂ[—a] ,k==1,2l.3,....

a8 im zodpovedajﬁcich viastnych funkcii

_ K7tx
Xk(x) = Aksin a

Ostava nam este vyriegsit druhd rovnicu

Y!! _ | .
o— = (A - pk)
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Nech y = A - " > 0O . Rieslime teda Sturmovu-Liouvilleovu Glohu
Y’ + yY = O
Y(0) = 0 , Y(b) = 0

ktorej riesenim je mnozina vlastnych hodndt:

| o : |
nx |
Xn = [ _E ] y NI = 11 2| 31

a im zodpovedajucich vlastnych fﬁnkcii

= B. nny
Yg(y) anln &

- Tak dostavame, Ze

t.}.

st vliastné hodnoty a

knex nny

u'm(x.y) -cnsinTsin b k =1, 2, ... , g= 1, 2,

k

(c, = Aan) zodpovedajiuce vlastné funkcie.

Druhy problém, ktory budeme riesit, Jje dvojrozmerny problém vedenia
tepla v tenkej obdlZznikovej doske. Uvazujme obdlZnikovi dosku so stranami
dIzky a , b , ktord je tepelne izolovana od svojhao okolia na strandch x = 0O
a X = a . Ostatné dve strany sa udrZziavaju pri nulovel teplote. Nech
zaC¢iatoéné rozdelenie teploty v doske Je dané funkciou f(x,y). Hladéme
riesenie ZOU: |

u =KAu, O < x < a , 0Oy <b , t >0 {(6.4)

t
u(x,y,0) = f{x,y) , 0sx<a, 0sysh (6.5)
- u (0,y,t) = 0 (5.6)
tuﬁajy,t) = O - {6.7)
u(x,0,t) = O ~ (5.8)
u(x,b,t) = 0 , (5.9)

Dantt Glohu budeme riesit metdédou separacie premennych. Pretoze hladanda funk-
cla u(x,y,t) Je funkciou dvoch priestorovych a Jednej d<Casove] premennej,

‘riedenie budeme hladat v tvare
ulx,y,t) = U(x,y)T(t)
Po dosadenf do rovnice (p.4) dostaneme

AU _ T

gk - ~A

kde A > O . Odkial dostaneme dve rovﬁice
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T* + AKT = 0 | | '(5.10)
AU + AU = O . . (6.11)
Uloha (5.11) s podmienkami:
U(0,y) =0, U(a,y) =0
o - X
U(x,0) = 0 , U(x,b) =0

je podobnad s predchadzajuacou ulohou, tuto ulohu nebudeme_ podrobne riesit,
_éitatef sa mdze podobnym spdsobom ako v predchadzajuce) ulohe presvedéit, Ze

(K%, (n)] ey .
lkn ﬂ[[-&-) +(E]L.| ,_.k=0, 1"-.'11#.1'2"“

st1 vliastné hodnoty a

= .lf(..?..t..?.(_ -' m o= - . ' =|= |
u‘m{x.y) a COS a sin 5 k 0._. i, EERE n 1, .2.

su zodpovedajuce vlastné funkcie. Dosadenim A = lkn do (5.10) dostavame

riegenie rovnice (6.10) v tvare

> 2. 2
Tun(t) = ¢ o lk/a) +(n/b) IMTKE

Potom riesenie rovnice vedenia tepla na obdIZzniku, ktoré splha okrajove
podmienky (5.6) - (5.9), mdZeme napisat v tvare - _

0

u{x,y,t) =z Z k“e_“k’a.) ”“’m ]*n Ktcos 5? 's_in “T’;l (6.12)
k=0 n=i | | - -

(6.12) Je dvojity Fourierov rad, ktorého koeficlenty su:

8, ab-flf 'ftx,y) sin b' dgdy (5.13)

a pre k 21
' knx ‘nnz ' Y
a = ab J'I f{x,y) cos . sin b dxdy _ N | (6.14)

Teda riegenie rovnice vedenia tepla v obdlznlku je dané vzf,ahom (b. 12) S
koeficientmi (5.13) a (5.14).

CVICENIA 4.5

i. Metdédou separécie premennych rieste ZOU kmitania 'étvorcovej membrany,

votknutej po svojom obvode, ktora v case t = 0 ma tvar Axy(b - x)(b - ¥)
a zadne kmitat bez zaciatoénej rychlostl. Matematické formulédcia tohto

problému je takato:

u, =c’Au , 0<x<b,0<y<b,t>0
u(O.y.t) = {b,y,t) =0 , 0 sy < b'. t_> 0

u(x,0,t) = u{x,b,t) =0 , 0<xsb, t> 0

167



u{x,y,0) = Axy(b_— x}{(b -~ y)
La(x,y,O) = ()

Najdite vliastné hodnoty a vlastné funkcie O0U:
Au + 2u=0, 0 ¢Cx <1, 0y < h

u(o,y) = u(l,y) = 0, 0 £y £ h

u{x,0) = 0 , u{x,h) - auytx.h) = 0O , O < x <1 , & = const

Riegte ZOU:
u = KAu , 0O ( x < a, 0y <hb

u(0,y,t) =u(a,y,t) =0, 0 £ ysb
u(x,0,t) = u (x,b,t) =0 , 05x5a
u(x,y,0) = x(a~Xx)y
Najdite vliastné hodnoty a viastne funkcie ulohy:
Au + Au= 0 , 0O < x <a, 0y <D
u(0,y) = u(a,y) =0 , 0 £y <b

u{x,0) = 0 , u({x,b) + uy(x.b) =0, 0s xs<b

Rie&te ZOU
u = KAu , 0 < x < a, 0 < v<b,t>O0
u{(0,y.,.t) = u{a,y,t) = 0 , OIs y <b ., t >0
uytx.o,t) = u({x,b,t) =0 , 0O0<x<b, t>O0

u{x,y,0) = x{(a - x){(b - y)2

VYSLEDKY CVICENI 4.5

4 o ® sin gk—%—!-nx sin -2—1-}-———-——;17137

ﬂ'ﬁ k=(Q n=1 (2k + 1)3(211 + 1)3

xcos ¥ (2k + 1)% + (2n + 1)2 cnt

b

2 .2
kit n
lkn = [-2-"]'.-} + {E-] » k » n 1' 2, 3' « » & g

- e
kn n ) o @
tam(x.y) = sSin me sin Eﬁy , kde uh su korene rovnice tgun = un.

X

u{x,y,t) =

2k + 1 2n + 1

en T i < 2 2
2, ©® o sin p— X sln ——Fp—ny o~ ((ZK+1IT/2) +((2n+1)T/2D) DKL

° k5o nS0  (2k + 1)3(2n + 1)°
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b

4. A = [ ry ] +.[ — ] , k ,n=1,2, 3, ... a p suakorene rovnice
n | | . |

5. u(x,y.t)' = -

323.2103

a ukn(x.y} = gin

HG k() n=0

X e

00 o sin

. ony
Rix sin "
a b

(23_+ 1)nx co {2n + 1)ny

a S 2b
(2k + 1)3(2n + 1)°

2
-[((2k+1mla)2 + ((2n+1)/2b) Kt .
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4.6 NEHOMOGENNE ULOHY

Riedenie nehomogénnych parcidlnych diferenclialnych rovnic budeme
démonétrdvaﬁ na najjednoducﬁéich ZOU pre pafabolickﬁ a hyperbolicku rovnicu.
Uvazujme nehomogennu rovnicu vedenia tepla a nehomogénnu rovnicu kmitanila
struny, t.Jj. hladand funkcia u bude zévisiet iba od jednej priestorove}
premennej | |

ut(x.t)' ” | |
} = CIJH(x.t) + f(x,t) (6.1)

4
utt(x.t)
~Funkcia f(x,t) vyjadruje vnuitorné zdroje tepla v pripade parabolicke)
rovhice vedenia tepla a kolmy tlak na strunu v pripade hyperbolickej rovnice
kmitania struny. |

Najprv uvazujme rovnice (6.1) s homogénnymi zad¢iatoénymi podmienkami

u{x,0) = 0 | |
| },Osxsa (6.2)
u(x,0) = 0 , ut(x,O) = 0 - | |
a s okrajovymi podmienkamil
acu(O,t) + ﬁui(o,t) =0, tzO (6.3)
yu(a,t) + 5ﬁk(a,t) = QO , t 20 | (6.4)

RieSenie na zéklade vety 4.1 mbéZeme rozvinut do Fourierovho radu podla orto-
gonalneho systému vliastnych funkcif {Xn} Sturmove] - Liouvilleove] ulohy
X*'*" + AX =0, 0 {x < a
aX(0) + X’ (0) = 0O
yX(a) + 6X'(a) = 0O

ktorua dostaneme metédou separacie premennych z homogénnej parclalnej diferen-
cidlnej rovnice. Teda riesenie hladéme v tvare

u{x,t) = i‘l‘ {(t) X (x) (6.85)
| nE1 n n |
kde
a
¥ (1) = —2— [ u(x,t) X (x) dx | (6.6)
" HXHH 0 " _

Funkciu f(x,t) rrozvinieme do Fourierovho radu podla ortogonalneho systému

vliastnych funkcii {Xn} 8 oznac¢ime:

1 [ roat) X (0 ax (6.7)

fn(t) = >
Ix_ 1% o

szahy (6.5) a (8.7) dosadime do rovnice (6.1) a dostaneme rovnost dvoch
Fourierovych radov. Porovnanim koeficientov pri él_enoc:h funkciach Xn(x)
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dostavame systém rovnic:

¥ (t) _
n }=-x ¥ (t) + f () (6.8)
P (L) n n n -

s doplnujicimi podmienkaml pre parabolicku rovnicu:

I u{x,0) X (x) dx = O

?n(O} =
HX 1=
a pre hyperbolicku rovnicu
‘i’n(O) = j u({x,0) X (x) dx = O
NX 15
¥*(0) = J’ u(xO)xcx)dxuo
. le i

Tak dostédvame nehomogenne lineérne obydé¢ajné diferenclélne rovnice, ktoré uz

vieme riegit . V pripade parabalickej rovnice mame
¢ A (t=s) ' o
¥ (t) ==j'f {(s) e 'n *'ds | “ (6.9)
n o " | | | |
a v pripade hyperbolicke] rovnice riesenle je

t | | o
¢ (t) = — [ £ (s) sin VA (t - &) ds . (6.10)
[ 4 'V'x— n | n . : . .

n.
Tedaﬁrieéenim ZOU pre parabolicku resp. hyperbolickﬁ nehomogénnu rovnicu je
rad {(6.5) s funkciami Tn(t) definovanymi vztahom  (6.9} pre parabolicka

a vztahom (6.10) pre hyperbolicku rovnlcu.
Z0U pre parabolicku alebo hyperbolickua parcidlnu diferencialnu rovnicu

ut(x,t) , - - D
} = C uxx{x.t') + f{x,t) , 0 < x { a _ (6.11)_.

u x,t)
tt

s nehomogénnymi zacélatoénymi podmienkami

ui{x,0) = ¢{x) | |
0 £ X £ a | (6.12)

u{x,0) = &(x) , ut(x,O) = @1(:-:)} '

a s okrajovymi podmienkami (6.3) a (6.4) rie§ime tak, Ze riesSenie hladame
v tvare suctu dvoch funkcilt |

u(x,t) = vix,t) + wix,t) | - (6.13)

pbiéom fUnkdia_ vix,t) Je riesSenim ulohy

vi(x,t} ” | -
- }=cv (x.t) . 0<x<a . (6.14)
v (x,t) * - '
Ttt
so zadlatoénymi podmienkami
vix,0) = ®(x) | | | |
},Osxﬂa - (6.15)
vix,0) = &o{x) , v}(x,O) =2 ®1tx) | |
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a & okrajovymi podmienkami (6.3) , (6.4) a funkcia wi{x,t) Je riesenim
ulohy: |

w (x,t) ”
¢ } = crvx(x,t) + f(x,t) , O ¢ x < =8 (6.16)

X
wtt(x.t)

s homogénnymi zacd¢liatoénymlil podmienkami
wi{x,0) =0

} , 0 £ x £ a (6.17)
wi{x,0) =_0_ . wt(x,O) =

a s okrajovymi podmienkami (6.3) a (6.4) . Obe tlohy uz vieme riesit.

Pomocou vlastnych hodndt a vlastnych funkeii, ktore sme dostall ako
riesenle Helmholtzove} rovnice v ¢&asti 4.5, budeme rilegift nasledujicu
nehomogénnu elipticku 0U:

Au = f(x,y) , 0<x Ca, 0y <Db (6.18)
s okrajovymi podmienkami

ui{x,0)

uix,b) =0, 0 ¢ x < a | (6.19)
u(0,y) =ua,y) =0, 0<y < b (6.20)

Rovnica (6.18) sa nazyva Polssonova rovnica a jej fyzikalna interpretacia jJe
napr. priehyb obdlZnikovej membrany, ktord je upevnend na vsetkych okrajoch a
na ktoru pdsob{ kolmo vonkajsia sila f(x,y). RieSenim Glohy:

Au + Mu=0, 0 x <a, 0y <{Db
ui{x,0) = u(x,b) =0 , 0 < xXx < a
u(C,y) = u(a,y) =0, 0 <y <D

sme dostall vlastné hodnoty

L2 2
2 Kk n - o~
lkn=u_[(g]+[-5]],k 1,2, ... .n=1, 2,

a viastnée funkcie

knx Y, k=1,2, ...,n=1, 2

ukn(x.y) = cknsin — sin

Rieéenie'ﬁlohy (6.18) - (6.20) budeme hladat v tvare

0 00
u({x,y) = z Zamsin %’5 s.’ur\'n—g-;z
k=ain=]

Funkciu f({x,y) rozvinieme do dvojitého Fourierovho radu podla vlastnych

funkcii u
kn -
| 0 0
f{x,y) = z ka sin E-?—(- sin %
k=1 n=1,
kde

4 p* b krex nny
fkn = -a—_E‘rOJ‘ﬁf(x.y) sin - sin F dxdy
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Po dosadeni oboch vztahov do rovnice (6.18) a porovnan{ koeficlientov pri u

mame :

knakn | fkn
odkial

kn

a riesenie Glohy dostavame v tvare dvojitého radu

| kIt . ni
0 00 j'aj'bf(x.y)sin——sin—xdxdy '
ul{x,y) = E%E —2—3——————;—;~§——E—59—ﬂ-—-singgﬁ-sin 5%1?
1 k=win=1 (kb” + n"a™)

CVICENIA 4.6

1. Homogénna struna s dl’ikou_ a votknuta na koncoch x = O » X = a Kkmlta
pﬁsobeﬁim vonkajégej harmonickej sily dlzkovej hustoty F(x,t) = pf(t) sin wt.
Najdite riedenie rovnice kmitania Struny ak uvaZzZuleme Tubovolné zadiatoéné
podmienky. UvazZujte moznost rezonancie a najdite riesenie ﬁlbhy v tomto
pripade.'Formulécia ulohy: - .

u o= clu  + f(x) sin ot . 0 < x < a
tt KX | |

u{o,t) = u(a,t) = 0 , t > O

u(x,0) = ®(x) , ut(_x.O) =@ (x) ,0sx%a
Rieéte-zaéiatoénoéokraJOvé ulohy:

tt | x %

‘2. u_ =c’u_+bsinhx,0<x<a,t>0
u(0,t) = ula,t) =0, t > 0 '

ulx,0) = u (x,0) =0, 0 < X < a

3. u_ = cu '.+bx(x-—a).0-<#.<a,,t>0
- tt XX

u(0,t) = u(a,t) =0 , t > O

ul{x,0) = uttx.O) = , 0 x < a

4. u = 1 + x{x -a)t2 ., 0 < x <a ., t >0
tt XX |

_u(O,t) = u(a,t) =0 , t > O
' .u(x,O) = uitx,O) = Q0 , 0 £ X £ a

6. u = cu 4+ Aw[ 3;- -3 )cos wt , O <'x:<_a ., £t >0

t KX

u{0,t) = u(a,t)

O, t >0

u(x,Oi = 0 , 0 £ xXx £ a
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6. u

u + x(a - x)t , O < x <a, t >0

t X X

u(o,t) = u(a,t) =0 , t > O

ui{x,0) 0O, 0 £ x £ a

Riedte okrajove ulohy:
7. Au = y(1 - y)sin?x , O (x <7, O Cy <1

u(x,0) = u{x,1) = u(0,y) = ul(n,y) = 0

8.&u=sinx-—sin3x,0<x<-g-,0<y<2
u (x,0) = u {x,1) =0
y Y
u(o,y) = u(%.y) = O

9. Au=-2y , 0<x<1,0<y<1

u{x,0) = u(x,1)

O
u(o,y) u(i,y’ 0O

10. Au xz—yz,()(x(a,O(_y{a

u (x,0) = u (x,a) =0
y y
ux(O.y) = ux(a,y) = 0
VYSLEDKY CVICENI 4.6
o nax
1. ul{x,t) = Z(a cos wt +bsinwt) sin — +
n=y n n n n a
& | nax
+ Z ——2 (0w sin w t - w sin wt) sin —= , kde
2 ' 2 n n a
nm1 @ (W - W )
n 1]}
nix 2 nx

2 _
a = a-jﬂ@(x) sin o dx , bn = oo

a
f@(x) sin — dx
o 1 a

_ a2 nnx _ cnn
fInl = duf(x) sin . dx , W

Rezonanclia nastava v tom pripade, ak frekvencia vonkajse) budiace] sily

je rovna jednej z vlastnych frekvencii

cnlﬂ
w=mn1=-? =
V tom pripade dostaneme riesenie
f |
n It X o0 .
u(x,t) = 1(sin w t - tw t) sin + Z(a cos Wt + bsin w t) sin e
2@2 nl n1 | o, n q n 11
[ 4] .
|
® , f
+ Z — L (wsinwt - w sin wt) sinm. kde
2 2 n n a
n=}l wn(w - wn)
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znamena, ze zoO sumy vylucéime ¢len n = n,

00

2
ui{x,t) = 2ba sinh a s;nh 2 z > ; > [1 - COS ngCt]sin n____gx_
ne net N{n - + a’) | |
al> 1 (2n + 1)ent (2n + 1)nx
U(X,t) = S[E] Z -—a‘—--—-“-——“——g [1 - COS “"_—"-"a"——'—] sin —-—--—-'-a-:--—_
ne0 ¢ {(2n + 1) |
(242 o  sin {2n +ai)ux 16&6 0 £in H(Zn + 1)nx
ulx, t) = - 32 a6V &,
14 nm=0 (2n + 1) it n=0 - (2n + 1)
(2n + 1)nx (2n + 1)nt
. 16&6 M sSin a sin a
ﬂ7 n=Q (2n + 1)7
2
Gix. t) = 2Av ®  hnc)le e/a) t _ hne)Zcos wt - wa®sin wt cip DIX
L. n[(n'nc)2 + azmzl | | a
2
3 M ~((2n+i)X/a) t _
wx.t) = 43, z le + ;(211 + 1)xn 3 4 2n ; ix
T n=0 {(2n + 1)
. |
u{x,y) = % { Z i -~ sin rmy]sin X +
i neg (2n + 1) " {n"n” + 1)
| o _
+ lz { E: ; " sin nﬂy]sin 3X
1A nso (2n + 1)7°(n"7n° + 9) |
1 1
ulx,y) = - ry sin x - 36 sin 3x

0 0

U(X,y') o= i‘; z Z {(—-1) sin (2k + 1)nx sin nn

2 Londy (2k + 1)%n [(2k + 1T + n®)1

4 ® k . 4 0 n
] z ( 1) COS EEQ{_ — 4[ E'. ] z ( 1) COS E’EX
4 a " R a
k=1 K S n=1 n ~

uix,y) = 4[

RIP
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