FPA (Floating Point Arithmetics)
( aritmetika pohyblivej radovej Ciarky)

Zobrazenie racionalnych cCisel — principidlne staci
pracovat’ s pevnou radovou ciarkou (Fixed Point
Arithmetic) ( v n-tict bitov staci zvolit polohu
desatinnej Ciarky)

3.625,,= 11.101  0011.1010
6.5, =110.1 0110.1000



Napriklad sucet je mozne¢ formalne realizovat’ ako pri
celych Cislach

00111010
+01101000
10100010 1010.0010, =10.0125,,

Nevyhody pevnej radovej cCiarky ( maly rozsah
zobraziteI'nych Cisel) ( napr. pre ,,suCasne* zobrazenie

hmotnosti slnka a atobmu by sme potrebovali 201 bitov
(26 bytov)).



Pohybliva radova Ciarka

1234.56=0.123456*10* - zapis cCisla v pohyblivej
radovej Ciarke ( vedecka anotacia)

podobne pre binarne Cisla
11001100.0011011=0.110011000011011*201000
Obidva zapisy sa daju vyjadrit’ v tvare

N=M*z" M<l zOZ

M — mantisa ( argument), E — exponent (characteristic),
zaklad (radix)



Na zobrazenie ma vplyv

- celkovy pocet bitov na zobrazenie

- spOsob zobrazenia mantisy

- spOsob zobrazenia exponentu

- rozdelenie bitov pre mantisu a exponent
- poradie mantisy a exponentu....

Pri  volbe pocltu bitov pre zobrazenie mantisy
a exponentu rozhoduji nasledovne atributy :

-rozsah (range) hovori, 0 najmensom a najvac¢Som
Cisle v absolutnej hodnote rézne od nuly, ktoré¢ sa da
zobrazit’

- pocet platnych Ccislic - rozliSovacia schopnost’
(precision) — je to vlastne presnost’ zobrazenia Cisla napr.

Cislo TtmoZe byt zobrazen¢ ako 3.142 alebo 3.141592



-presnost’ (accuracy) hovori o blizkosti cisla

k spravnej hodnote napr. Cislo Tt mdze byt zobrazené
ako 3.142 alebo 3.241592. Aj ked prve cCislo je
zobrazen¢ pomocou mensiecho poctu platnych Cislic,

jeho hodnota je blizSia k hodnote Cisla Tt
Je dolezit¢ sa zaoberat’ presnostou najma
aritmetickych operacii napr.
A=1432.52 B=1432.51
A+ B  1432.52+1432.51 2865.03
A-B 1432.52-1432.51  0.01

C =

bude hodnota vysledku C stanovena s chybou 100%.



Kodovanie FPA cCisel
Kodovanie podl’a IEEE 754-1985

- normalizovana mantisa ( maximalizacia poctu
platnych Cislic - bitov (precision) = pocet platnych
bitov mantisy)

—2<x<1 alebo x=0 alebo 1<x<2

- posunuty exponent, ak je m-bitovy exponent potom
je exponent z rozsahu

—2m < oM



Ak k exponentu pripo¢itame posun 2"

potom rozsah hodno6t mantisy bude (1.00000 ...00,
1.1111...11)

- usporiadanie bitov pre znamienko, exponent a mantisu

[1]str.188 Obr. 4.28

- reprezentacia nuly

[1]str.187 Obr. 4.27




Single precision Double precision Quad precision

Field width
in bits
5 =sign
E = exponent
L -=leading bit
f=fraction
Total width

I I
I |5
| |
52 R
64 128

A A
MW — 0O —

Exponent
Maximum E 255 2047 32767
Minimum E 0 0 0
Bias 127 1023 16 383

Notes
S =sign bit (0 for a negative number, | for a positive number)
L = leading bit (always | in a normalized, non-zerc mantissa)
F =fractional part of the mantissa
The range of exponents is from Min E+ | to Max E— 1.
The number is represented by —|° x 2F “exporent .y
A signed zero is represented by the minimum exponent, L. =0, and
F=0, for all three formats.
The maximum exponent has a special function that represents
signed infinity for all three formats.



Priklad prevodu do 32-bitového formatu IEEE:
Majme Cislo —19.375
Najprv prevedieme celoCiselnu Cast’, a desatinnu Cast’

19 1 0.375 0

9 ] 0.750 1

4 0 0.500 1

2 0 0.000 koniec
I, 0.375,,=0.011,
0

19, =10011,



~19.375, ==10011.011, = -1.0011011x2"’
S=]
E=4+127=131,=10000011,

M=10011011

S E M

[ 1000001 1 0011011 00000000 00000000
Cl 9B 00 00

Cislo —19.375 sa zobrazi v 32-bitovom formate IEEE
do 32-bitoveho slova s obsahom C19B0000,, .



Pre 32-bitove Cislo v IEEE formate je :

Minimalna hodnota
posunuteho exponentu E_ . =1 E . =-126

pmin

Maximalna hodnota
posunuteho exponentu E =254 E = 127

pmax

Zvlastne hodnoty
E=0 LM=0 ( NULA)
E=0 UMZ#0 ( -LJ) — podteCenie
E=2551M=0 (NaN)
E =255UMZ#0 ( L) - preteCenie

NaN — Not a Number



Mozn¢ hodnoty 32-bitoveého FPA Cisla IEEE formatu :

- zaporné Cisla <_(1 _2_24)x2127,_0.5x2—128>
- kladné ¢isla 0.5x271% (1-27)x2"
- zaporné &isla mensie ako  —(1-27")x2"

nazyvame zaporn¢ pretecenie
- kladné ¢isla vacsie ako (1-272")x2"’
nazyvame kladné preteCenie

- nula, ak vSetky bajty st nulové



PodteCenie nie je problém — vysledok sa vyjadri ,,Cistou
nulou®.

PretecCenie sa signalizuje dvojakym sposobom :

-ak j¢ NaN potom generuje sa ,,vynimka* ( nezmyselny
vysledok) ( je to vec operaéneho systému)

- ak je signalizované preteCenie je na programatorovi,
ako danu situdciu vyriesi



In¢é formaty FPA

IBM S/370

-zaklad 16 ( 32-bit a 64-bit)
-doraz na pocet platnych bitov
-nula = nulové bajty

[2]str.225 Obr. 7.18




Formaty FPA VAX-11
-dve varianty vel'kosti exponentu
-nula = nulové bajty

[2]str.225 Obr. 7.18




FPA aritmetika

X,y,Z v pohyblivej radove) Ciarke

'fl“+y‘l+ %r+ y+ﬂ
(z-y)-z# 1

nie je ani vzdy distributivna !!!!
r-(y+z)#F(x-y)+(z-2)
Algoritmy treba starostlivo analyzovat, ¢1 aplikacia
pravidiel nemoze viest’ k nezmyselneému vysledku. Napr.
1.0e100 —1.0€100)+1.0 =1.0 ale
1.0e100 +1.0) —1.0e100 = 0.0



Sucet a rozdiel

Princip :
Majme Cisla A=12345 a B=567.89, ktor¢ sa daju

zapisat vtvare _ 15345:10° B =0.56789x10°

Sucet v dekadickom vyjadreni je jednoduchy

12345 0.12345x10°

ale vo FPA formate ;
+ 567.89 + 0.56789x10
12912.89

je potrebn¢é normovat’ exponenty ( zvacsit’ mensi
exponent)



0.1234500x10°
+ 0.0056789x10°
0.1291289x10°

V pripade binarnych ¢isel 1.1001x2"
+ 1.0001x2°
normujeme mensi exponent 1.10010x2*
+ 0.10001x2*
10.00011x2*

pretoze mantisa nie je normalizovana, musime upravit

vysledok
10.00011x2" na 1.000011x2°



a upravit pocet platnych miest zaokrahlenim

1.000011x2° na (].0000]]+0.0000])x25 =1.0001x2°

Postup s€itania a odCitania mozeme formulovat’
nasledovne :

2. Ak je niektory z operandov nulovy, vysledok je
rovny nenuloveému operandu s prisluSnym
znamienkom

3. Ak rozdiel exponentov operandov je vacsi ako pocet
bitov matnisy vysledok je rovny operandu s vacsim

exponentom s prisluSnym znamienkom
4. Inak



A=M , *z* B=M,*z"

Potom

A+B =M, %55 4 pp J%25 pre E,<E,
A-B=(M, *\EE) p )25 pre E, <E,

4. Vykona sa normalizacia vysledku s prislusSnym
zaokrihlenim
5. Testuje sa preteCenie ( podteCenie) vysledku



Blokova schéma suctu/rozdielu

Vyhodnotenie operandov

| Eozdiel |

Simetia
ohattienka Y

I
P

Z=¥ z




Uprava mantisy
operandu s menSim
exponentom

(D=

Inkrementdcia
menifieho exponenta

v

FPosun marisy
doprava

thatitisa=07

V1oZ drubsy operand
do wysledla

v

| Eoriec ]




macet
®—> thatitis a0

7=

v

Koniee

i attietiliom

.

Ilantisa=07

Pretedenie
mantigy ?

Fosun
tnatitisy
doprava

v

Itiktrementdcia
expotietitn

Signalizdcia
pretecenia

FPretedetie
exp ofenta?

Hormalizovata
matitisa ¥

Fosun
thatitisy

dol’ava

.

Delretmentdcia
exponentu

v

Fodtedenie
expofettn?

Signalizdcia
podtedenia

Kotiec

Zaokrihlerie
visledin

Koriec



Z.aokruhlenie a orezanie Cisla

Orezanie Cisla na pocCet platnych radov

Orezanim Cisla 0.1101101 ( ¢o je 0,8515625) na 4 platn¢
bity dostaneme 0.1101 (0,8125) s chybou
(-0.0390625). Orezanim dostaneme najblizSie Cislo
zdola. LepSie je zaokruhlenie, vykoname pripocCitanim
Cisla 1 s vdhou o 1 menej, ako je posledny platny rad, pre
tento pripad je to Cislo 0.00001

0.1101101

+0.0000100
0.1110001=0.1110

co je 0,875 s chybou (0.0234375).




Zaokruhlenie

-zabezpecCuje menSiu chybu vysledkov FPA operacii
oproti orezaniu.

- vyzaduje dodatoCn¢ operacie s vysledkom

- vyzaduje medzivypocty s vacsim pocCtom platnych
Cislic (registre ALU pre FPA obsahuju ochrann¢ bity
aby pre normalizaciu a zaokruhlenie bolo k dispozicu
dost’ bitov )



Chyby spdsobené koneénou dizkou ¢isla FPA sa
prejavia vo vysledkoch operacii

Napr.
float a=0.1, b=0.1;
for( int 1=0;1<100000;1++)a*=b;

dava vysledok a=9998.557, €o je chyba 0,014%

Obecne funguju zakony Statistiky, zaokruhlovanim su
generovane chyby s premenlivym znamienkom, co
v strednej hodnote sa moze udrziavat v prijatelnych
hraniciach. Orezavanie generuje chyby len sjednym
znamienkom.



Nasobenie a delenie
A=M *z51 B=My*z"

Potom

A* B :(MA *MB) *Z(EA+EB)



Blokova schéma nasobenia X*Y

Vyhodnotenie operandov

[ Sqkleis] ]

oo e (D

7= ==

7

[ Koniec ]




audet
exponentoy

.

Ddéitanie
posunutia

Pretedenie
expofettn?

Fodtedetie
expofetts?

aignalizacia
pretederda

aignalizacia
podtedenta

Hasoherie
matitis

v

Wormalizdcia a
zanknihletie

Koniec




Blokova schéma delenia X/Y

Vyhodnotenie operandov

[ Fodiel J

oo e (D

2=

P

(onier |




®—J

Fozdiel
exponentow

.

Pripoditanie
posunutia

Pretecenie
exp onerita?

FPodtederie
exp onetiba?

Delenie
thatitis

v

Hormalizdcia a
zacknihletie

Sighalizdeia
pretedera

Sighalizdeia
podtedetia

Kotiec




Delenie nasobenim

Nech c=" upravime B tak, aby

., B
* %
C:A L:A* ,tak aby ISB <1
B*L B 2

. 1
Definujme Z =1—-B potom 0 <Z < 5

aK=1+Z

_AT*K . AT*1+2Z) _AT*(1+ 2

Bk (1-z)*(1+2z) 1-272

_AH1+Z) _ A H(1+Z)* 1+ 2% _ A *(1+Z)* 1+ 2%)
1-22 (1-Z*)1+2Z%) 1-z*

C

“w(1+272)%(1+ 2% %1+ 722" ;
- (1+2)*@ Z;n 1+z%) pren — @ 27 -0
1-Z

pre 32 platnych bitov staci n=5.



Realizacia elementarnych funkecii

Pouzitie tabuliek

-hodnota argumentu funkcie = adresa do tabulky
( podobny princip ako pri rychlych nasobickach) —
vhodne¢ pre systémy pouzivajuce Cisla s malym poctom
bitov

- tabelovan¢ su vybrané body funkcie, hodnota funkcie
sa ziska 1nterpolaciou medzi dvomi hodnotami
uloZzenymu v tabulke



Aproximacia pomocou polynomov (podielu
polynomov)

Napriklad Taylorov rad

(n) (n)
(x)EIZ(x a) @) resp. f(x)DZx S0

n! n!
pozadovana presnost’ sa dosiahne Volbou n. Napr.

E L
I.E 5

T i
5111r—r—§—|—5——ﬁ—|— Z

H




Itera¢né algoritmy

Zalozené na postupnom vypocte funkénej hodnoty
podla algoritmu, ktory zaruCuje konvergenciu
vypocitanych hodnot k pozadovane; hodnote. Pocet
krokov urCuje presnost’ vypoctu.

Priklad ( vypocet funkénych hodnét funkcie 1/x, tento
princip vyuziva aj algoritmus delenia )

Vypocet hodnoty funkcie 1

g(x)=—
X

pre konkrétnu hodnotu argumentu b to bude

.
g(b)—b



¢o sa da vyriesit’ napr. delenim, alebo rieSenim rovnice
1
fx)=_ -b=0
X

alebo rieSenim ulohy najdenia takého argumentu f(x),

pre ktory je hodnota funkcie rovna 0.
Na tento typ uloh je vhodna Newtonova iteraCna

metoda. Iteracia je zalozena na vypocte

. f(xi)
T T f,(xi)
-

Xivp =X~ i :xi(z _bxi)



[3]str.178 Obr. 5.5

Podmienkou konvergencie je normovanie parametra b
na 1nterval <I1,2), ¢o sa da zabezpeCit upravou
argumentu pred vypoctom, a upravou vysledku.



Nech b=1.5 a x,=1, potom st postupne medzivysledky

1.0000000000000000
0.5000000000000000
0.6250000000000000
0.6640625000000000
0.6666564941406250
0.6666666665114462
0.6666666666666666



Algoritmy vyuzivajuce Specifické vlastnosti funkcii

CORDIC (for COordinate Rotation DIgital Computer)
[*]

je jednoduchy a efektivny algoritmus na vypocet

trigonometrickych a hyperbolickych funkcii

Princip je zalozZeny na postupnej rotacn jednotkoveho
vektora v rovine

Vid.[*]




Un4l = an

kde v_, v . su suradnice jednotkového vektora pred a
po natoceni, R je rotacnad matica.

COSY  — sl
R _ | { {
sln7y  COos7y

o — Ba — cog 1 —otany\ [
kLA T g tany 1 Y

kde Yy je uhol natoCenia a 0 nadobuda hodnoty 1 alebo
—1 (riadenie smeru natacania).

A 1 —a2 ™\ [z B G0N 5
I 4 = g1 — _I
tnt1 = Hup, = K (52_” ! ) (y) (mz—n n y) .



volime take uhly aby tan(y)=2". Uhly su tabelovan¢
Problém je mierka

n—1

K, H cos(arctan(2 “ H V1422

1=0

pre konStatny pocet krokov je vzdy rovnaka. Po
skonCeni vypocltu x-va zlozka sa rovna kosinusu a
y-va zlozka sinusu uhla.
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