Aritmetika pohyblive] radovej Ciarky
(FPU — Float Point Unit)
(FPA -Floating Point Arithmetics)

Presnost - Rozsah



Opakovanie

= Pocitac je stroj na spracovanie Cisiel — Cislic
= Pozname:
= Prirodzené cCisla: 1,2,3,4, ...
= Celé Cisla: -3,-2-1,0,1,2,3 /4, ...
= Racionalne Cisla (cC/c€, okrem c€/0) mbézeme zapisat v tvare:
Konecnych, resp. nekonecnych periodicky desatinnych zlomkov

= Iracionalne Cisla: zapisané v tvare nekonecnych neperiodickych
desatinnych zlomkov

= Co mdZzeme zobrazit do N bitov?

= Celé Cislo bez znamienka:
0 az 2N 1

= Celé Cislo so znamienkom (Two’s Complement)
-2(N-1) az 2(N-1) _ 1



A Co Iné cCisla”
=« Velmi velké Cisla  (sekundy v storoCi)

3,155,760,000,, (3.15576,, * 109)

= Velmi malé Cisla (priemer atomu)
0.0000000110 (1.010 * 10%)

= Racionalne (periodické) 2/3  (0.666666666. . .)
= Iracionalne Cisla 212 (1.414213562373. . )
e (2.718...), n (3.141..)



Vedecké zobrazenie Cisiel (dekadicke)

mantisa - exponent
\61.0310 x 1023
Desatinna bodka zaklad

= Normalizovany tvar zapisu: bez vodiacich nul

(nalavo od desatinnej bodky je len jedna nenulova platna
Cislica)

= Iny spbsob zapisu: 1/1 000 000 000
= Normalizovany: 1.0 *10-°
= Nenormalizovany: 0.1 *10°8
10.0 * 10-10



Vedeckeé zobrazenie Cisiel (binarné)
mantisa exponent

T~1.0, x 2"

“binarna bodka’’

Potrebujeme zapisat:
. ,Zhamienko" mantisy
. ,Zhnamienko” exponentu
Pocitace podporuju pracu s Cislami typu float:
Forma zapisu znamienka ?7??
. priamy kod
. jednotkovy doplnok
. dvojkovy doplnok



Jednoducha presnost Cisiel FP (Single Precision - SP
jazyk C: float )

= Format zapisu: (+/-)1 .xxxxxxxxxx2*2yyyy2

s Pocet bitov: 32 bits

3130 2322 0
IS| B-Exp | N-Mantisa
1b 8b 23b

Mantisa: (priamy kod)
S- Sign  znamienko mantisy
IManisal| = 1.xxXxxxxxxx, Xxxxxxxxxx = N-Mantisa
= Exponent = B-Exp —Bias, Bias =127, B-Exp =<1,
254>
s Cisla z rozsahu: 2-126(1.0) ~ 2*127(2-2-23) t,j.
1.18 *10% ~ 3.40 *10%®



Zobrazenie FP Cisiel

= Co sa stane ak je vysledok velmi velky?
(> 3.403*1038 ) Overflow!

= Overflow = Exponent vacsi ako sa da zobrazit do 8 bitov
= Co sa stane ak je vysledok vefmi maly?
(>0, <1.17*10-38 ) Underflow!

« Underflow = Zaporny exponent “vacsi” ako sa da
zobrazit do 8-bitov

= Ako zabranime preteCeniu — overflow, podteCeniu —
underflow?




Dvojnasobna presnost Cisla FP (Double Precision — DP
C-ko: double 2 * 32 = 64 bitov)

3130 20 19 0
IsS| B-Exp | N-Mantisa |
1% 11b 20b +
g| N-Mantisa (pokracovanie) |
+ 32b =52b
Jednoducha presnost <4=) Dvojnasobna presnost
Bias: 127 1023

Cisla z rozsahu:
2-126(1 O) ~ 2+127(2_2-23)

Vacsou vyhodou je vyssia presnost



Norma IEEE 754, Zdovodnenie (1/4)

= Jednoducha presnost, Dvojnasobna presnost
= Znamienkovy bit-S: 1 - zaporné Cislo

0 - kladné Cislo

= Mantisa:

= Vodiaca jednotka sa nepiSe v normovanom cCisle
= = 1+ 23 bitov SP,
= = 1+ 52 bitov DP

= Interval:
= <1, 2)a
« <0, 1) bez ,vodiacej jednotky”
= Poznamka: O - Cislo nula. Nema vodiacu — skrytu jednotku,
—> Specialny zapis pre vyjadrenie Cisla nula,
rezervovany specialny exponent



Norma IEEE 754 (2/4)

Niekedy by sme chceli pouzit' ,float" aj v takom pripade,
ked nemame FP hardware; napr., triedit pomocou
celoCiselného porovnavania zaznamy

V takomto pripade ,rozbijeme” FP Cislo na tri Casti
Porovhame znamienka,
Porovname exponenty,
Potom porovhame normované mantisy

Da sa predpokladat, ze porovnavanie po skupinach bude
rychlejsie, a zvlast vtedy, ked porovnavané cCisla budu
len celé kladneé

Porovnavanie vykoname v poradi:
1. Znamienkovy bit: zaporné < kladné
2. Exponent: vacsie Cislo ma vacsi exponent
3. Normovana mantisa: vacsie Cislo ma vacsiu mantisu
Porovnavanie ,zastavime” pri prvej nezhode



Norma IEEE 754 (3/4)

= Zaporny Exponent ?!7!
= 2'scomp? 1.0 * 21 7<=>71.0*2*1 (1/2 7<= >7 2)

1/2 [0] 1111 1111] 000 0000 0000 0000 0000 0000
2 (o] 0000 0001|000 0000 0000 0000 0000 0000

= ,CeloCiselné porovnavanie® tychto Cisiel
= Porovnanie: 1/2 7<=>72 da1/2> 2
= Celé kladné Cislo 0000 0001 je zapornejsie ako, cele

kladné Cislo 1111 1111 = [lahko sa porovnavaju
n1.0*217<=>71.0*2*1 (1/2 7<= >7 2)

1/2 10] 0111 1110] 000 0000 0000 0000 0000 0000
2 |0] 1000 0000 | 000 0000 0000 0000 0000 0000




Norma IEEE 754 (4/4)

= [akéto riesenie sa vola: zapis exponentu s posunutou
nulou,

= Ak odpocCitame od posunuteho exponentu posunutie,
dostaneme skutoCny exponent
=« |[EEE 754: posunutie pre: SP: B =127

DP: B=1023
= Jednoducha presnost:
3130 2322 0
IS| B-Exp | N-Mantisa
1b  8b 23b

s (-1)° * (1 + N-Mantisa) * 2(B-Exp-127)

Zapis pre DP je rovnaky, len posunutie je 1023 a pocet
bitov je dvojnasobny



N-Mantisa (1/2)

Sposob 1. (Zlomky):

« Dekadické &islo: 0.340,, = 340,,/1000,,
— 34,,/100,4

= Binarne cCislo: 0.110, = 110,/1000, = 6,,/8,,
= 11,/100, = 3,,/4 4,



N-Mantisa (2/2)

= SpOsob 2. (Hodnota pozicie):
= Dekadicky:  1.6732 = (1*100) + (6*10°") + (7*102) +
+(3*103) + (2*104)
= Binarne: 1.1001 = (1*20) + (1*2-1) + (0*2-2) + (0*2-3)
+ (1*24)

M = 1.0 . %
XxXX...X: bity normovanej mantisy za “binarnou bodkou”
Minimum: 000...0 (M =1.0)
Maximum:111...1 (M =2.0 —¢)
¢- strojova nula



Pr.: Prevod binarneho FP Cisla na dekadické

lo| 0110 1000 101 0101 0100 0011 0100 0010

= Znamienko: 0 = kladné
= EXxponent:
= 0110 1000, =104,, B-Exp
= ,,Vyposuvanie® exponentu: 104 - 127 = -23
= Mantisa:
s 1+ 1727+ 022+ 1%23 + 0*24 + 1*2°+.. .=
=14+2-142-3 +2-5 +2-7 4+2-9 492-14 1 2-15 1917 4.9-22 =
=1.0,, + 0.666115,,

= Predstavuje Cislo: 1.666115,,*223~ 1.986*10-/
(priblizne 2/10 000 000)



PrepocCet desatinného Cisla na FP Cislo (1/3)

= Jednoducheé: Ak je menovatel mocninou 2, t.j. ak

(2, 4, 8, 16, atd.), potom je to fahké.
= Napr.: -0.75
= -0.75=-3/4
= -11,/100, =-0.11,
= Normovanie: -1.1, * 2
= (-1)° * (1 + N-Mantisa) * 2(B-Exp - 127)
- (1)@*(1 +.100 0000 ... 0000) * 2(126)- 127)

<

1] 0111 1110| 100 0000 0000 0000 0000 0000




PrepocCet desatinného Cisla na FP Cislo(2/3)

= ZlozitejSi pripad: Ak menovatel nie je mocninou 2.

Potom dané Cislo nezobrazime presne.

Aby bolo zobrazenie ¢o najpresnejSie, pouzijeme
,vela“ bitov mantisy.

Ked mame mantisu, spravne cCislo pre exp. uz
ziskame lahko.



PrepocCet desatinného Cisla na FP Cislo (3/3)

= Je zrejme, ze ... Racionalne Cisla (x,,) maju vela
platnych cCislic.
= Podobne to plati aj pre ich binarny ekvivalent
= Prepocet racionalneho Cisla:
Ak nevieme zobrazit' ¢islo v tvare x/ 2k
vysledok prevodu vyzera nasledovne:
Des. hodnota, Dvojkové cCislo

(niekolko bitov sa zopakuje )
1/3 0.0101 0101 01[01]...,

1/5 0.0011 0011 0011 [0011]...,
1/10 0.0001 1001 1001 1[0011]...,




Priklad:

|1l 1000 0001 | 111 0000 0000 0000 0000 0000

Co je dekadicky ekvivalent FP é&isla ?

: -15
-7 * 2M29
-129 2N7

°°\.'°7.U.":'>P?!\>4
iy
Ol




Odpoved:

Dekadicky ekvivalent FP Cisla:

|1 1000 0001 | 111 000 0000 0000 0000 0000
S B-Exp N-Mantisa

(-1)° * (1 + N-Mantisa) * 2(B-Exp-127)

(1)1 * (1 + .111) * 2(129-127)

1 *(1.111) * 2@

-111.1
-7.5

7: -7 * 2M29
8: =129 * 2A7




“Na zaver’”

= Floating Point Cisla su len nahradou tych Cisiel, ktoré sme
chceli pouzit

= |[EEE 754 Floating Point Standard je v praxi
najrozsirenejsi spdsob zapisu takychto Cisiel

= Od roku ~ 1997 tuto normu pouziva prakticky kazdy
pocitaC



Viac o FP cCislach:

Doteraz sme uvazovali B-Exp v rozsahu:

<1 az 254>

Na Co je pouzita ,0“ a ,255"?



Znazornenie * o
=V FP aritmetike, delenie 0 da = «, nie pretecCenie.

s Preco?

= Ak existuje v FP aritmetike « potom vyraz X/0 > Y je
platné porovnanie

« IEEE 754 vie zobrazit £ «
= Najkladnejsi exponent B-Exp = 255 je rezervovany pre «
= N-Mantisa je nulova
= Kladné

+e0=+1.0"27% 0 11111111 000000 . . 0
= Zaporneg «

- 00 = -1, Q* 2128 ™ 11111111 000000 ... 0



Specialne é&isla
= Co edte mdZeme dodefinovat v (Single Precision) ?

B-Exp N-Mantisa Vysledok (Cislo)
0 0 0
< 0  nenulova(l=0)  ?7?
1-254 nenulova +/- normované FP
cisla
2 0 A
255 nenulova (1= 0) 77?7

J))

s Zostalo nam: “Skusime vyuzit
= B-Exp =0, 255 & N-Mantisa !'=0 ...



Cisla typu: Not a Number (NaN)

«Coje V-4 alebo 0/0?
= Ak « nie je ,chyba®, potom by nemuselo byt ani
napr. 0/0 .
= Zauzival sa nazov: Not a Number (NaN)
= B-Exp = 255, N-Mantisa nenulova
= Naco je to dobré?

= Da sa predpokladat, ze NaN sa vyuziju pri
debagovani?
=« Napr.: op(NaN, X) = NaN



Zapis nenormovanych cisiel: (1/2)

sProblem: FP Cisla zapisane v
normalizovanom tvare generuju okolo nuly
,diery”

= Najmensie zobrazitelné kladné Cislo:
a=1.0...,*2126 =212

= Druhé najmensie zobrazitelne kladné cCislo:
b=1.000...... 1, %2126 = 2-126 4 2-149



Zapis nenormovanych cCisiel: s (2/2)

=sRiesenie:
= Zatial sme nepouzili B-Exp = 0, N-Mantisa nenulova
= Nenormovane cCisla: bez vodiacej jednotky,
Najmensi normovany exponent = -126. (posuvame)
= Najmensie zobrazitelné kl. Cislo:
a=2"9 (126+23=149)
= Druhé najmensie zobrazitelne kl. Cislo:
b = 2-148
1 Diery okolo nuly su mensie




Zhrnutie

B-Exp
0

0
1-254

255
255

N-Mantisa
0

nenulova (1= 0)
nenulova

nulova
nenulova (1= 0)

Vysledok (&islo)
0

Nenormované FP
Normované FP

+/- 0

NaN



Zaokruhlovanie

= VypocCty s realnymi Cislami = problém ako Cislo umiestnit
do odpovedajuceho priestoru.
= FP hardware obsahuje 2 Specialne bity pre presnost
(znizenie presnosti = zvysenie rychlosti)
00 — 24 bitov (SP)
10 — 53 bitov (DP)
11 — 64 bitov (Extended P (vnutorne FPU 80bitov))
= Zaokruhluje sa vzdy pri konvertovani...
« DP = SP
= Cislo FP na integer



IEEE pozna 4 mody zaokruhlovania
Zaokruhlovanie smerom + «
Vzdy nahor : 2.1 = 3,-2.1 = -2

Zaokruhlovanie smerom - «
Vzdy nadol:1.9=1,-19 = -2

Odrezanie
Jednoducho zahod posledné bity (zaokruhlenie smerom k 0)

Zaokruhlenie na najblizsie Cislo, parne (default)
Tj.:25= 2,3.5=4



Vlastnosti - problémy FP aritmetiky (1/2)

Presnost <= Rozsah

Vedecke vypocty vyzaduju chybovy menezment
Nespomenuli sme: Napr.: nie je garantované:

s (1/r)*r#1

(A+B)+ C#A + (B+C),(A'B)*C#A * (B*C)
= nhie je ani vzdy distributivna !
(A+B) *C # A*B + B*C

Implementovanie normy |IEEE 754 je tazke



Vlastnosti - problemy FP aritmetiky (2/2)

Zle implementovanie FPP spbsobuje chyby:
Vid ,Pentium bug®!
Raketa Patriot — ,vojna v zalive“ raketa bola ,zapnuta“ cca 100 hodin. Cas
generovali ako nacitavanie 0,1sek zapisané binarne do 24 b. Binarny
ekvivalent 0.1sek je ,nekonecné” Cislo => chyba cca 10-"sek. Za 100hodin
chyba narastla na 100 *3600*10*10-" =0,36sek pri rychlosti 1676m/sek je to

cca 600metrov. Raketa minula prilietavajuci iracky Scud, ktory zasiahol
tabor americkej armady.

Ariane 5 (v roku 1996) havarovala kvdli chybe pri konverzii Cisla FP (64b)
na signed integer (16b) (“nezmestilo sa”) Predpokladana cena nehody:
$500 million




Pr.. Zobrazenie FP Cisiel - “malych” (1/3)
= 3-bitov FP Cislo

= Znamienko bit C.7.
= 4 bity exponent, s posunutim 7.
= 3 bity normov. mantisa

= NieCo Co sa podoba na IEEE Format
= Normované a nenormované cisla
= zobrazenie 0, NaN, nekonecCna)

76 3 2 0
S B-Exp N-Mantisa




Pr.. Zobrazenie FP Cisiel - “malych” (2/3)

B-Exp B-Exp, E.o 2E

0 0000 -6 1/64 (nenormované)
1 0001 -6 1/64

2 0010 -5 1/32

3 0011 -4 1/16

4 0100 -3 1/8

5 0101 -2 1/4

6 0110 -1 1/2

7 0111 0 1

8 1000 +1 2

9 1001 +2 4

10 1010 +3 8

11 1011 +4 16

12 1100 +5 32

13 1101 +6 64

14 1110 +7 128

15 1111 +8 (<, NaN).



Pr.. Zobrazenie FP Cisiel - “malych” (3/3)

S B-Exp N-Man E,, Ccislo

Nenormaliz 0 0000 000 -6 0
&isla 0 0000 001 -6 1/8*1/64 = 1/512 <«— skoro nula
' 0 0000 010 -6 2/8*1/64 = 2/512
0 0000 110 -6 6/8*1/64 = 6/512
...................... 0.0000 . 111 ... .-6..7/831/64=7/512 . . ... *<-.najvacs.nenorm.
00001 000 6 8/8*1/64 = 8/512 <~ hajmen. norm.
0 0001 001 -6 9/8*1/64 = 9/512
00110 110 -1 14/8*1/2 = 14/16
N°£ir2fa"z 00110 111 -1 15/8*1/2 = 15/16 «— skoro 1 (<1)
' 0 0111 000 0 8/81 =1
0 0111 001 0 9/8*1 =09/8 «— skoro 1 (>1)
0 0111 010 0 10/8*1 =10/8
0 1110 110 7 14/8*128 = 224
01110 111 7 15/8*128 = 240 «— najvacs. norm

o
-
-
-
-
Q
o
o

8
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