Numerické metody
riesenia diferencialnych
rovnic

Matematicko-pocitacoveé
modelovanie
4. semester
2. prednaska




ODR s viacrozmernym
fazovym priestorom

e Zaoberame sa linearnymi diferencialnymi
rovnicami typu:

X =AX,
kde A je matica rozmeru nxn.
Takyto systém rovnic volame

Linearny systém ODR s konstantnymi
koeficientami

Analoégia s pripadom n=1



Mocniny matice

e Nech je dana matica A rozmeru nxn.
o A2=AA
o Ak = A Ak
AZ AP A"
=l+A+—F—+...+—+..
3! k!
e Potom
At A Akt"
+ + ...+

M=+ At +
2 3! k!

+ ...




Zakladna veta

e Nech A je matica rozmeru nxn. Riesenim
ODR

X =AX
s pocCiatocnou podmienkou
x(0)=x,
je vektorova funkcia
At krivka v n- rozmernom

X(t) — Xoe priestore



Riesenie lin. systemu ODR

e Pripad, pre navzajom rézne nenuloveé
realne vilastne Cisla

o Najdeme vlastné éisla A, K=12,..n
matice A

e Najdeme vlastné vektory v ,k=12,...n
matice A.

e vyjadrime pociatocnu podmienku v tvare

n
Xo = ZCka
k=1



Riesenie lin. systemu ODR

e RiesSenie problému x'=Ax, x(0)=x, je potom
vektorova funkcia

n
x(t) =) cev,
k=1

e V ostatnych pripadoch je situacia trosku
zlozitejSia



Priklad

e Riesme homogéenny linearny system
diferencialnych rovnic x'’=Ax s maticou

-0.1 1
A —
)

e a zacCiatoCnou podmienkou x,(0) =1

X,(0)=0




Priklad - rieSenie

e Riesenim je vektor:

X,(t) =e " cost
X,(t) =—e*sint




Grafy zloziek vektora rieseni
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Trajektoria riesenia




Integralna krivka



Klasifikacia stacionarnych bodov
a fazove portrety v rovine

e Rozoberieme pripad n=2. Pre
dvojdimenzionalnu ulohu ma matica prave
dve vilastné cisla mézu nastat’ len tieto
moznosti:

e dve nenulové realne viastné cisla:
A, <A, <0 pritahujuci uzol

O<A, <A, odstredivy uzol

A, <0<A, sedlo



Pritahujuci uzol
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Odstrediy uzol




SSSSS

N7
ZZ)




Klasifikacia stacionarnych bodov
a fazove portrety v rovine

e Nenulové komplexné vlastné éisla A,, = o x I3

a<0,f#0 pritahujice ohnisko
o> 0,0 #0 odstredivé ohnisko

oa=0,-#0 cykly

e Jedno vilastneé Cislo je nulove- ustalenée stavy
tvoria podpriestor — priamku

e obe viastné Cisla su nulové - vSetky body su
rovnovazne stavy



Pritahujuce ohnisko
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Odstredivé ohnisko
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Nelinearne ODR

e Uloha x’=v(x), kde v je vektorové pole
fazovej rychlosti vo fazovom priestore M z
RN,

e Ovela narocCnejsie rieSenie

e X Je kriticky bod vektorového pola: v(x,)=0.
AK je proces deterministicky, teda existuje
jedine riesenie pre lubovolnu pociatocnu
podmienku, potom je x, ustalenym stavom.



Nelinearne ODR

e Nech x je z malého okolia kritickeého bodu x
e Z Taylorovho rozvoja mame:

V(0 = V0G) + V(K )X X,) 42 V(K ) (XX, ) .
e V(X) vektor fazovej rychlosti
e Vv'(Xx) Jacobiho matica

e vV '(X) Hessova matica (tenzor) vektorovej
funkcie



Nelinearne ODR

v(x,)=0 X, je kritickym bodom

V(X) — V’(Xs)(x - Xs)

Linearna funkcia (vektorova) premennej x

%V”(Xs)(x o Xs)2 T ...

malé Cleny druheho a vyssieho radu -zanedbame



Nelinearne ODR

V(X) — V(Xs) + V'(Xs)(x - Xs) — V’(Xs)x o V’(XS)XS

V(X) =AX+Db



IS-LM model

o t -Cas

e r(t) - urokova miera v case t

e y(t) - hruby domaci produkt v Case t

e Rovnovaha na trhu:

e Inv - investicie
o G -statne vydaje
e S -uspory

e T -dane

Inv+ G = S+T




IS-LM model

Inv = i0-i1r(t)
S = (1-b)(y(t)-T)-a

e 10 -nezavisle investicie

e i1 - urokova senzitivita investicii
e a - nezavisla spotreba

e b - marginalna spotreba




IS-LM model

Rovnovaha na financnom trhu:
L=M
e L - penazny dopyt
e M - mnozstvo penazi
e Cc0O - nezavisly penazny dopyt
e c1 - prijimova elasticita penazného dopytu
e C2 - Urokova elasticita penazneho dopytu
o L= c0+ c1 y(t)-c2r(t)



IS-LM model

Ekonomicka analyza:

e casova zmena urokovej miery a
narodného dochodku je umerna odchylke
od rovnovahy na financnom resp.
kapitalovom trhu:

o y'(t)=k1 (Inv+G-(S+T))
o r'(t)=k2 (L-M)



IS-LM model
Y'(t) = AY(t) +b
(y(t)

Y(t) =
(t) oy

Zaujima nas rovnovazny stav
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Rovnovazny stav
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Rovnovazny stav
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