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Kapitola 9. A     
                        Regresná analýza

V kapitole 8. A sme analyzovali dvojrozmerný štatistický súbor a počítali korelačný koeficient ako kvantitatívnu mieru vzájomnej závislosti. Ak bol korelačný koeficient ( (výberový korelačný koeficient rxy) blízky jednej alebo mínus jednej bola medzi premennými lineárna závislosť. Našou snahou je popísať túto závislosť nejakou funkciou, najčastejšie polynómom prvého alebo druhého stupňa t. j. pre dvojrozmernú náhodnú premennú (X, Y) nájsť funkčnú závislosť 
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a odhadnúť neznáme parametre a0, ..., ak. Metóda, ktorú popíšeme sa nazýva metóda najmenších štvorcov. Odhady 
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 neznámych parametrov a0, ..., ak volíme tak, aby sa minimalizovali chyby, ktoré predstavujú rozdiely medzi teoretickými a skutočnými (nameranými) hodnotami premennej Y. Keďže rozdiely môžu nadobúdať ako kladné, tak aj záporné hodnoty, umocňujú sa druhú a počítajú sa ich súčty. Minimalizujeme vlastne T-súčet kvadratických odchýlok (štvorcov) teoretických a skutočných hodnôt premennej Y. 
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Funkcia f sa nazýva regresná funkcia. Ak má konečné prvé parciálne derivácie podľa všetkých parametrov  a0, ..., ak, potom odhady 
[image: image4.wmf]k

a

ˆ

...,

,

a

ˆ

0

 získame riešením (k +1) rovníc o (k +1) neznámych:
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Niektoré regresné krivky sa v praxi veľmi často používajú a preto nájdeme presný tvar odhadov 
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( resp. zostavíme systém rovníc z ktorého ich možno nájsť).

· Lineárna regresia

Regresná funkcia má tvar


[image: image7.wmf]n

i

x

a

a

y

i

i

...,

,

1

*

1

0

=

+

=


Riešením príslušnej sústavy dvoch rovníc o dvoch neznámych sú odhady v tvare
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· Kvadratická regresia

Regresná funkcia má tvar
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Odhady príslušných parametrov získame riešením troch rovníc o troch neznámych, ktoré sú v tvare
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Vzorový príklad 1
Merala sa rýchlosť zvuku yi pri rôznych teplotách vzduchu xi, výsledky sú zaznamenané v tabuľke.

	teplota   ( 0C )
	-20
	0
	20
	50
	100

	rýchlosť   ( m/s )
	323
	327
	340
	364
	386


Vypočítajte korelačný koeficient, preložte regresnú priamku.

Riešenie

Postupne vypočítame a dosadíme do vzorcov pre odhad parametrov regresnej priamky. Výberový korelačný koeficient sa rovná  rxy = 0,989 a odhady parametrov regresnej priamky postupne 
[image: image14.wmf]0

a

ˆ

=331,159, 
[image: image15.wmf]1

a

ˆ

=0,561. Graf regresnej priamky pozri na obrázku 9.1 ( výstup z Excelu).
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Obr. 9.1
Vzorový príklad 2
V desiatich rôznych vzdialenostiach xi sa merala veľkosť priehybu zaťaženia dosky yi . Výsledky sú uvedené v tabuľke.

	xi  (dm)
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	yi  (mm)
	2,1299
	2,1532
	2,1611
	2,1516
	2,1282
	2,0807
	2,0266
	1,9594
	1,8759
	1,7723


Preložte regresnú krivku druhého stupňa (kvadratická regresia).

Riešenie

Vypočítame príslušné sumy a zostavíme systém rovníc

20,4389 = 385a2 +55a1 + 10a0

                                     109,1187 = 3025a2 + 385a1 +55a0
                                                  746,6113 = 25333a2 + 3025a1 + 385a0

Riešením tejto sústavy rovníc sú odhady parametrov 
[image: image17.wmf]0

ˆ

a

=2,09530, 
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ˆ
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=0,04420, 
[image: image19.wmf]2

ˆ

a

=-0,00765. Hľadanou závislosťou veľkosti priehybu od vzdialenosti je parabola v tvare

y = 2,09530+0,04420x-0,00765x2

Graf regresnej krivky pozri na obrázku 9.2 (výstup z Excelu).
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Obr. 9.2
Transformácie na lineárnu regresiu

Mnohé funkcie, ktoré nie sú lineárne, možno jednoduchou transformáciou na lineárne previesť a tak použiť metódu najmenších štvorcov. Príklady niektorých transformácií sú uvedené v nasledujúcich riadkoch
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 pôvodné parametre  sú 
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 pôvodné parametre sú 
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pôvodné parameter sú 
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Vzorový príklad 3
Barometrický tlak p (meraný v Pa) závisí exponenciálne od nadmorskej výšky h (meranej v m) t.j.
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namerali sme 6 hodnôt barometrického tlaku v rôznych nadmorských výškach. Výsledky sú uvedené v tabuľke:

	H
	0
	270
	840
	1452
	2116
	3203

	P
	100000
	96974
	90263
	83553
	76842
	66842


Vhodnou transformáciou linearizujte, metódou najmenších štvorcov odhadnite parametre a, b.

Riešenie

Požijeme vzorce pre transformáciu 
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 pôvodné parametre  sú 
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, dosadíme príslušné hodnoty do vzorcov pre lineárnu regresnú priamku, A = 11,515, B = -0,000126 ( a = e11,515 = 100243,51 , B = b = -0,000126. Vzťah závislosti tlaku od nadmorskej výšky udáva funkcia
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Graf regresnej krivky pozri na obrázku 9.3 (výstup z Excelu).
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Obr. 9. 3

Poznámka 1
Pre regresnú priamku 
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 sa zvyknú počítať a vykresľovať dva pásy, ktoré sa nazývajú interval spoľahlivost pre regresnú priamku a interval spoľahlivosti okolo regresnej priamky. (1-() 100% interval spoľahlivosti pre regresnú priamku je interval spoľahlivosti v tvare:
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pričom 
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 je príslušný kvantil t rozdelenia a 
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. Ak postupne rátame hodnoty ľavého a pravého koncového bodu intervalu v meniacich sa hodnotách x, pospájame zvlášť ľavé a pravé koncové body, dostaneme pás spoľahlivosti pre regresnú priamku. Interval spoľahlivosti okolo regresnej priamky vznikne tak, že pre konkrétnu hodnotu x vypočítame príslušný interval spoľahlivosti  tvare:
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kde opäť 
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. Napriek tomu, že rátame interval spoľahlivosti pre jediné x, zvyknú sa opäť pospájať ľavé a pravé koncové body týchto intervalov pre meniace sa hodnoty x a tak vznikne pás, korý voláme pásom spoľahlivosti okolo regresnej priamky. Na záver uvedieme graf regresnej priamky y=331,159+0,561x (vzorový príklad 1) spolu s príslušnými pásmi spoľahlivosti pre regresnú priamku (šedá bodkočiarkovaná čiara) a okolo regresnej priamky (biela plná čiara).
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Obr. 9.4


[image: image82.wmf] 

   Nové pojmy a definície kapitoly 8. A
· regresná funkcia
· metóda najmenších štvorcov
· normálne rovnice
· parametre lineárnej regresie, odhady parametrov

· lineárna a kvadratická regresia

· transformácia na lineárnu regresiu

· interval spoľahlivosti pre regresnú priamku

· interval spoľahlivosti okolo regresnej priamky

[image: image83.wmf]   Cvičenia
Príklad 1
Pri hodnotení skúšok na únavu materiálu možno popísať závislosť počtu kmitov do lomu y na napätí x vhodnou regresnou priamkou. Tabuľka udáva hodnoty napätia x (v MPa) a y (počet kmitov).

	X
	560
	580
	600
	630
	650
	700

	Y
	2845
	2597
	1227
	1200
	728
	600


 Vypočítajte korelačný koeficient. Nájdite odhady parametrov regresnej priamky.

Príklad 2
Firma vyrábajúca stavebné náradie vybrala 6 dealerov za účelom zistenia ročných zásob. Objem zásob v minulom roku označme x a v tomto roku y. Výsledky sú zaznamenané v tabuľke

	X
	70
	260
	150
	100
	20
	60

	Y
	6
	320
	230
	120
	50
	60


Vypočítajte korelačný koeficient, preložte vhodnú regresnú priamku, odhadnite stav tohtoročných zásob v podniku, kde v predchádzajúcom roku bol objem zásob x = 200.

Príklad 3
Merala sa hustota vody y (v kg/dm3) v závislosti na teplote x (v 0C). Výsledky meraní sú uvedené v tabuľke

	X
	10
	20
	30
	40
	50
	60

	Y
	1
	0,997
	0,996
	0,993
	,987
	0,983


Vypočítajte korelačný koeficient, preložte vhodnú regresnú krivku (parabola). Akú hustotu má voda pri bode varu a bode mrazu?

Príklad 4
Sledujeme priehyb  y (mm*10-2) plastickej hmoty v závislosti na tlaku x (kp/cm2). Získané údaje sú uvedené v tabuľke

	X
	4
	6
	8
	10
	12
	14
	16

	Y
	18
	35
	48
	61
	80
	93
	94


Vypočítajte korelačný koeficient, preložte vhodnú regresnú krivku, určite pri akom tlaku sa plast zlomí, ak hraničná hodnota bodu zlomu je priehyb 100.

Príklad 5
Merala sa závislosť koeficientu viskozity y pri prúdení kvapaliny potrubím na Reynoldsovom čísle Re. Získané výsledky sú uvedené v tabuľke

	Re
	10000
	20000
	50000
	100000
	150000
	200000

	Y
	0,032
	0,026
	0,021
	0,018
	0,016
	0,015


Zo skúseností vieme, že funkčná závislosť y od Re je daná vzťahom y=a*Reb. Nájdite odhady a, b. Vypočítajte korelačný koeficient.

Riešenie

Príklad 1
rxy=-0,89, y=a +bx, kde a=11895,42 a b=-16,713

Príklad 2
rxy=0,937, y=a+bx, kde a=-14,84 a b=1,325 y(200)=250,324

Príklad 3
rxy=-0,974, y=ax2+bx+c, kde a=-0,000004 a b=-0,00002, c=1,003, y(0)=1,003,  y(100)=0,9979

Príklad 4
rxy=0,988, y=ax2+bx+c, kde a=-0,202 a b=10,762, c=22,857, 100=-0,202x2+10,762x+22,857

Príklad 5
rxy=-0,891, y=axb, x=Re, a=0,3108,  b=-24,85
68
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Sheet5

		SUMMARY OUTPUT

		Regression Statistics

		Multiple R		0.899794353

		R Square		0.8096298777

		Adjusted R Square		0.7858336124

		Standard Error		0.0621974432

		Observations		10

		ANOVA

				df		SS		MS		F		Significance F

		Regression		1		0.1316202735		0.1316202735		34.0234010681		0.0003902508

		Residual		8		0.0309481755		0.0038685219

		Total		9		0.162568449

				Coefficients		Standard Error		t Stat		P-value		Lower 95%		Upper 95%		Lower 95,0%		Upper 95,0%

		Intercept		2.2635733333		0.0424889425		53.2744097142		0		2.1655935928		2.3615530739		2.1655935928		2.3615530739

		X Variable 1		-0.0399424242		0.0068477131		-5.8329581747		0.0003902508		-0.0557332892		-0.0241515593		-0.0557332892		-0.0241515593

		RESIDUAL OUTPUT

		Observation		Predicted Y		Residuals

		1		2.2236309091		-0.0937309091

		2		2.1836884848		-0.0304884848

		3		2.1437460606		0.0173539394

		4		2.1038036364		0.0477963636

		5		2.0638612121		0.0643387879

		6		2.0239187879		0.0567812121

		7		1.9839763636		0.0426236364

		8		1.9440339394		0.0153660606

		9		1.9040915152		-0.0281915152

		10		1.8641490909		-0.0918490909
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Sheet4

		SUMMARY OUTPUT

		Regression Statistics

		Multiple R		0.9899024408

		R Square		0.9799068423

		Adjusted R Square		0.973209123

		Standard Error		4.3536818274

		Observations		5

		ANOVA

				df		SS		MS		F		Significance F

		Regression		1		2773.1363636364		2773.1363636364		146.3045563549		0.0012161848

		Residual		3		56.8636363636		18.9545454545

		Total		4		2830

				Coefficients		Standard Error		t Stat		P-value		Lower 95%		Upper 95%		Lower 95,0%		Upper 95,0%

		Intercept		331.1590909091		2.393625315		138.3504297141		0.0000008326		323.5414997229		338.7766820953		323.5414997229		338.7766820953

		X Variable 1		0.5613636364		0.0464104042		12.0956420398		0.0012161848		0.4136648784		0.7090623944		0.4136648784		0.7090623944

		RESIDUAL OUTPUT

		Observation		Predicted Y		Residuals

		1		319.9318181818		3.0681818182

		2		331.1590909091		-4.1590909091

		3		342.3863636364		-2.3863636364

		4		359.2272727273		4.7727272727

		5		387.2954545455		-1.2954545455





Sheet4

		-20

		0

		20

		50

		100



Y

priamka

teplota

rýchlosť

graf regresnej priamky

323

327

340

364

386



Sheet1

		

				-20		323

				0		327

				20		340

				50		364

				100		386





Sheet2

		





Sheet3

		






_1168082278.unknown

_1168082184.unknown

_1168082228.xls
Chart1

		-20		-20		-20		-20		-20

		-10		-10		-10		-10		-10

		0		0		0		0		0

		10		10		10		10		10

		20		20		20		20		20

		30		30		30		30		30

		40		40		40		40		40

		50		50		50		50		50

		60		60		60		60		60

		70		70		70		70		70

		80		80		80		80		80

		90		90		90		90		90

		100		100		100		100		100



319.9318181818

316.7114966758

323.1521396879

314.2932865483

325.5703498154

325.5454545455

322.6854674635

328.4054416274

320.104673858

330.9862352329

331.1590909091

328.6143987529

333.7037830652

325.8772326613

336.4409491569

336.7727272727

334.4796361746

339.0658183708

331.607377801

341.9380767444

342.3863636364

340.2584651536

344.5142621192

337.2921983138

347.4805289589

348

345.9300933171

350.0699066829

342.9297848116

353.0702151884

353.6136363636

351.4857378808

355.7415348464

348.5194710411

358.7078016862

359.2272727273

356.9341816292

361.5203638254

354.0619232556

364.392622199

364.8409090909

362.2962169348

367.3856012471

359.5590508431

370.1227673387

370.4545454545

367.5945583726

373.3145325365

365.0137647671

375.895326142

376.0681818182

372.8478603121

379.2885033242

370.4296501846

381.7067134517

381.6818181818

378.0695762672

385.2940600965

375.8106292025

387.5530071611

387.2954545455

383.2689189065

391.3219901844

381.1606719387

393.4302371522



Sheet5

		SUMMARY OUTPUT

		Regression Statistics

		Multiple R		0.899794353

		R Square		0.8096298777

		Adjusted R Square		0.7858336124

		Standard Error		0.0621974432

		Observations		10

		ANOVA

				df		SS		MS		F		Significance F

		Regression		1		0.1316202735		0.1316202735		34.0234010681		0.0003902508

		Residual		8		0.0309481755		0.0038685219

		Total		9		0.162568449

				Coefficients		Standard Error		t Stat		P-value		Lower 95%		Upper 95%		Lower 95,0%		Upper 95,0%

		Intercept		2.2635733333		0.0424889425		53.2744097142		0		2.1655935928		2.3615530739		2.1655935928		2.3615530739

		X Variable 1		-0.0399424242		0.0068477131		-5.8329581747		0.0003902508		-0.0557332892		-0.0241515593		-0.0557332892		-0.0241515593

		RESIDUAL OUTPUT

		Observation		Predicted Y		Residuals

		1		2.2236309091		-0.0937309091

		2		2.1836884848		-0.0304884848

		3		2.1437460606		0.0173539394

		4		2.1038036364		0.0477963636

		5		2.0638612121		0.0643387879

		6		2.0239187879		0.0567812121

		7		1.9839763636		0.0426236364

		8		1.9440339394		0.0153660606

		9		1.9040915152		-0.0281915152

		10		1.8641490909		-0.0918490909
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regresia

		

				xi  (dm)		1		2		3		4		5		6		7		8		9		10

				yi  (mm)		2.1299		2.1532		2.1611		2.1516		2.1282		2.0807		2.0266		1.9594		1.8759		1.7723

				1		2.1299

				2		2.1532

				3		2.1611

				4		2.1516

				5		2.1282

				6		2.0807

				7		2.0266

				8		1.9594

				9		1.8759

				10		1.7723

				priklad 1.

		x		560		580		600		630		650		700

		y		2845		2597		1227		1200		728		600

				x		y				SUMMARY OUTPUT

				560.00		2,845.00

				580.00		2,597.00				Regression Statistics

				600.00		1,227.00				Multiple R		0.8908043875

				630.00		1,200.00				R Square		0.7935324568

				650.00		728.00				Adjusted R Square		0.7419155711

				700.00		600.00				Standard Error		486.0283790649

										Observations		6

										ANOVA

												df		SS		MS		F		Significance F

										Regression		1		3631584.49230769		3631584.49230769		15.3735050984		0.0172345158

										Residual		4		944894.34102564		236223.58525641

										Total		5		4576478.83333333

												Coefficients		Standard Error		t Stat		P-value		Lower 95%		Upper 95%		Lower 95,0%		Upper 95,0%

										Intercept		11895.4179487179		2650.343431166		4.4882552989		0.0109204191		4536.869660854		19253.9662365819		4536.869660854		19253.9662365819

										x		-16.7138461538		4.2627508747		-3.9209061578		0.0172345158		-28.5491644683		-4.8785278393		-28.5491644683		-4.8785278393

										RESIDUAL OUTPUT

										Observation		Predicted y		Residuals

										1		2535.6641025641		309.3358974359

										2		2201.3871794872		395.6128205128

										3		1867.1102564103		-640.1102564103

										4		1365.6948717949		-165.6948717949

										5		1031.4179487179		-303.417948718

										6		195.7256410256		404.2743589744

				priklad		skripta, inervaly

																alfa		0.05

				teplota		rýchlosť		krivka		Lpre		Ppre				a0		331.1590909091

				-20		323		319.9318181818		316.7114996972		323.1521366665				a1		0.5613636364

				0		327		331.1590909091		328.6144011405		333.7037806777				tinv		3.1824463049

				20		340		342.3863636364		340.25846715		344.5142601227				premerx		30

				50		364		359.2272727273		356.9341837806		361.5203616739				s		1.4543678869

				100		386		387.2954545455		383.2689226844		391.3219864066

								s2		s		(x-priemx)2		x2

				-20		323		9.4137396694				2500		400

				0		327		-4.1590909091				900		0

				20		340		-2.3863636364				100		400

				50		364		4.7727272727				400		2500

				100		386		-1.2954545455				4900		10000

								6.3455578512				8800		13300

								2.1151859504		1.4543678869

				ANOVA

						df		SS		MS		F		Significance F

				Regression		1		2773.1363636364		2773.1363636364		146.3045563549		0.0012161848

				Residual		3		56.8636363636		18.9545454545

				Total		4		2830

						Coefficients		Standard Error		t Stat		P-value		Lower 95%		Upper 95%		Lower 95,0%		Upper 95,0%

				Intercept		331.1590909091		2.393625315		138.3504297141		0.0000008326		323.5414997229		338.7766820953		323.5414997229		338.7766820953

				teplota		0.5613636364		0.0464104042		12.0956420398		0.0012161848		0.4136648784		0.7090623944		0.4136648784		0.7090623944

				krivka		Lpre		Ppre		teplota										lp		ppre		lokolo		pokolo

				319.93		316.71		323.15		-20						-20		319.9318181818		316.7114996972		323.1521366665		314.2932918385		325.5703445251

				331.16		328.61		333.70		0						-10		325.5454545455		322.6854701468		328.4054389441		320.1046789627		330.9862301282

				342.39		340.26		344.51		20						0		331.1590909091		328.6144011405		333.7037806777		325.8772376169		336.4409442013

				359.23		356.93		361.52		50						10		336.7727272727		334.4796383261		339.0658162194		331.6073826473		341.9380718981

				387.30		383.27		391.32		100						20		342.3863636364		340.25846715		344.5142601227		337.2922030933		347.4805241794

																30		348		345.9300952591		350.0699047409		342.9297895687		353.0702104313

																40		353.6136363636		351.4857398773		355.74153285		348.5194758206		358.7077969067

																50		359.2272727273		356.9341837806		361.5203616739		354.0619281019		364.3926173527

																60		364.8409090909		362.2962193223		367.3855988595		359.5590557987		370.1227623831

																70		370.4545454545		367.5945610559		373.3145298532		365.0137698718		375.8953210373

																80		376.0681818182		372.8478633335		379.2885003028		370.4296554749		381.7067081615

																90		381.6818181818		378.0695796563		385.2940567073		375.8106347111		387.5530016526

																100		387.2954545455		383.2689226844		391.3219864066		381.1606776946		393.4302313963

										data pripravene						-20		320		317		323		314		326

																-10		326		323		328		320		331

																0		331		329		334		326		336

																10		337		334		339		332		342

																20		342		340		345		337		347

																30		348		346		350		343		353

																40		354		351		356		349		359

																50		359		357		362		354		364

																60		365		362		367		360		370

																70		370		368		373		365		376

																80		376		373		379		370		382

																90		382		378		385		376		388

																100		387		383		391		381		393
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Sheet4

		SUMMARY OUTPUT

		Regression Statistics

		Multiple R		0.9986763309

		R Square		0.997354414

		Adjusted R Square		0.9966930175

		Standard Error		723.3466852179

		Observations		6

		ANOVA

				df		SS		MS		F		Significance F

		Regression		1		789006547.62527		789006547.62527		1507.9523416202		0.000002627

		Residual		4		2092921.70806287		523230.427015718

		Total		5		791099469.333333

				Coefficients		Standard Error		t Stat		P-value		Lower 95%		Upper 95%		Lower 95,0%		Upper 95,0%

		Intercept		99427.6844156332		459.723112759		216.2773235806		0.0000000027		98151.285785741		100704.083045525		98151.285785741		100704.083045525

		X Variable 1		-10.4164581264		0.2682416824		-38.8323620402		0.000002627		-11.1612179751		-9.6716982776		-11.1612179751		-9.6716982776

		RESIDUAL OUTPUT

		Observation		Predicted Y		Residuals

		1		99427.6844156332		572.3155843668

		2		96615.2407215175		358.7592784825

		3		90677.8595894955		-414.8595894955

		4		84302.9872161666		-749.9872161666

		5		77386.4590202673		-544.4590202673

		6		66063.76903692		778.23096308





Sheet4

		0

		270

		840

		1452

		2116

		3203



Y

exponenciála

nadmorská výška

atmosferický tlak

graf regresnej krivky

y = 100225e-0,0001x

100000

96974

90263

83553

76842

66842



Sheet1

		

				h		0		270		840		1452		2116		3203

				p		100000		96974		90263		83553		76842		66842

				0		100000

				270		96974

				840		90263

				1452		83553

				2116		76842

				3203		66842





Sheet2

		





Sheet3

		






_1162021638.unknown

_1162021893.unknown

_1162021401.unknown

_1151300265.unknown

_1151301298.unknown

_1151234258.unknown

_1150014013.unknown

_1150014122.unknown

_1150014219.unknown

_1150018729.unknown

_1150014161.unknown

_1150013980.unknown

_1150013950.unknown

_1150011485.unknown

_1150013440.unknown

_1150013657.unknown

_1150013794.unknown

_1150013620.unknown

_1150011779.unknown

_1150011557.unknown

_1150011767.unknown

_1150011500.unknown

_1150011447.unknown

_1150011463.unknown

_1150011267.unknown

_1150011418.unknown

_1150011246.unknown

_1149675879.unknown

_1149940708.unknown

_1150009857.unknown

_1150010492.unknown

_1150011225.unknown

_1149941283.unknown

_1150009675.unknown

_1150009699.unknown

_1149940736.unknown

_1149676287.unknown

_1149940679.unknown

_1149676234.unknown

_1149672713.unknown

_1149673773.unknown

_1149675778.unknown

_1149673362.unknown

_1149668151.unknown

_1149672564.unknown

_1149667041.unknown

_1147521020.doc



